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1. 向 量 的 概念 

有 些 物 理 量 不 但 在 数量 上 有 大 小 之 分 ， 而 且 还 有 方向 上 的 区 
别 ， 例 如 位 移 . 速 度 、 力 等 等 ， 一 般 我 们 把 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 
的 量 称 为 向 量 ， 如 果 两 个 向 量 的 大 小 相等 .方向 相同 , 就 称 它 们 是 
ELLES n 

一 段 以 点 O 和 点 4 为 端点 的 直线 段 , 车 指定 其 中 一 个 端点 O 
为 起 点 , 另 一 端点 4 为 终点 , 则 称 此 线段 为 有 向 线段 , 记 为 04, 有 
向 线段 04 在 图 形 上 可 用 在 线段 , 


OA EJm B A O d UR ATH 
LER., 因为 有 向 线段 OA 非但 E 
有 一 定 的 长 度 ， 而 且 也 规定 了 一 

个 指向 ， 因 此 可 采用 有 向 线段 作 € ” id 

*RELENUULIde A. HIS ALER ? 
长 度 表示 向 量 的 大 小 ， 有 阅 线段 图 1.1 

Bd sp ERIS CET M CLE 1.1), TUR IB OA, OA, PB 或 
a a' 五 分 别 表示 图 二 .1 中 租 应 的 向 量 . 图 I.1 中 直线 段 O4 与 
O'A' 的 长 度 相等 ,而 且 有 向 线段 04 55 OA" HARI 6, PUE 
们 所 类 示 的 向 景 是 相等 的 , HR OA — OCA, — FAREL H D ABRE 
来 阐 基 向 重 运 算 和 运算 规则 . 

19 Ed ”表示 向 量 大 小 的 数值 (绝对 值 ) 称 为 该 向 量 的 
模 , 向 量 ERU ja | 表示 ,图 1.1 pig 04 的 模 104| 即 为 有 
向 线段 OA 的 长 度 

2。 零 向 量 若 |@| 一 0， 则 称 吧 为 零 向 量 ， 一 般 用 0 表示 零 
六 量 。 显 然 零 向 盟 的 几何 表示 为 一 个 几何 点 .因此 我 们 规定 零 向 
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量 的 方向 可 以 是 任意 指 回 . 

3? a+b 给 定向 量 a 和 56, 作 向 量 04=g，4CG 一 Bb， 则 向 
ROC 称 为 向 量 a 5 b i, ip a b CES 1.2(2)) .这 种 定义 
向 量 加 法 运算 的 规则 称 为 三 角形 规则 。 如 果 上 述 图 形 中 0.4.0 
三 点 不 共 线 , 则 我 们 也 可 采用 下 述 平 行 四 边 形 规则 定义 向 量 4 与 
b > Ri, fei EE OÀÁ— a, OB — b, Bj OA 和 08 为 相 邻 的 两 边 作 平 
4i 3E 0408, 那么 向 量 OC WARRE a+b 1.2002). 
根据 平行 四 边 形 的 性 质 可 知 , 这 时 


AQ =b, BC =a. 
因而 由 三 角形 规则 可 得 
££ 4-b — OA 十 AC= OC 
—0B-- BO =b+a, 
4E 1.2(a)'B O AC 三 点 共 线 时 , ta E FERE 1.2(0) rp 
O A C. 了 所 点 在 一 条 直线 上 的 情况 ， 易 知 这 时 上 述 结论 仍然 成 
立 。 因 而 向 量 的 加 法 运算 是 适合 交换 律 的 , BD 
&--b-b-a, (1.1) 
EEG a, b. c, dics M iE 
5+TCc 之 和 ， 从 图 工 . 1.9 可 以 得 到 下 述 结果 
OO - OB BC — (a-- b) c, 
OO —OA4- AO =a + (b-- c), 
所 以 向 量 的 如 法 运算 适合 结合 律 , 即 
(a-- b) --c—- a-- b+c), (4.2) 
今后 上 式 等 号 两 端的 和 式 都 记 为 下 十 5 二 ec， 称 它 为 向 量 eb cx 
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A 
b 2 ub 
Q a-b g 
1.3 图 1.4 
fe. | 
棚 据 向 量 加 法 运算 规则 和 和 零 向 量 定义 , 便 知 下 列 结论 成 立 : 
a--0— a, (1.8) 


4” -a 对 于 给 定 的 向量 am, mE ~ 的 定义 如 下 ; 它 的 模 
| 一 2 一 1., 它 的 方向 与 e 的 方向 相反 ， 如 果 有 向 线段 04 表示 
a, 则 有 向 线段 40 就 表示 问 量 一 4g， 由 基 法 运算 规则 易 知 下 列 结 
iA ur. 

a4. (—a) —D, 0.4 

_ 我 们 还 把 向 晤 a+ ALI gatb? ž, 记 为 ga- bb. 
作 04=a, OB-b, Wit BA--a-biM ER 1.4), 

5^ Ld 入 为 一 实数 ，%& dac E, "Ry XS dn V OE 


^a | & ial 方 A 
Az | 0 任 & 
"mS NET. E 
AL | 和 | a "SS 5a tb 


棋 据 机 似 三 角形 的 性 质 ,由 图 1 .6 便 得 


A (a-b) = a4 Ab, a. 
设 入 .上 & 为 两 任意 实数 , 刚 根 据 土 述 定 义 易 知 下 列 结 论 成 立 ， 
AFAG= NA+ ua, (1.6) 
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图 1.5 图 1.6 
(Ap)a —A(,,0), G. 
ia-—a. (1.8) 


6° 单位 向 量 £lal-i1 GNixaduXxdé6X XTÍE 
—1i 5:5 4， 易 知 向 量 6 一 -a 是 与 a 方向 一 至 的 一 个 单 


ia | 
位 向 量 . 如 果 已 知 go 为 与 向 量 qa 方 间 一 致 的 一 个 单位 向 量 ， 则 
IHE @ 可 写成 下 剂 形式 . 
三 一 | 好 | Gn. (1.9) 


[a | $1 ac 分 别 刻 划 了 向 量 @ 的 数量 特征 和 方向 特征 ， 

T? 向 量 的 分 解 ” 两 个 或 两 个 以 上 的 向 重 通 过 加 法 运算 可 以 
合成 一 个 和 向 量 . 例如， 给 定向 量 4.58.c， 可 以 合成 一 个 向量 
d—-acbrc, 反之 ,一 个 向 量 也 可 以 按 需 要 把 它 看 作 是 由 两 个 或 

c ” 岗 个 以 上 向 其 合 成 的 结果 ( 当 
然 想 据 不 同 需要 可 以 有 不 同 的 
E 分 解 方式 ). 


例 1 CAD 六 Fy 

为 三 第 形 的 三 条 边 BO. CA, 

AB Eip LELT). R 
n 证 ，AD+BB+OF-0. 


证 明 MELT 可 得 ， 
AD~AB+ BD A84 180, 


BÉ BO--OÉ - BÓ 4 10, 
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OF -OA AF -OAÀ lA. 


E 
H Exh 3B, 848. 
AD4-BE-OP— 3 (AB BÓ--CÀ) -0. 


例 2 BAG H= fa JÉ ABO 
之 重心 ，0 为 空间 任 一 点 。， 求 证， 


06-3(0A+ OB- OÖ). P 
证 明 从 图 1.8 可 得 A 
Od - 0À AĞ, LT " 
ÖĞ - OB. Ed, 2 
LA Á 


OG- 05 - 8. 4$ 
三 式 相 加 , 便 得 e a a NE: 

80G =0A+0B + OO + AG -- BG --CG, 
Ti di — fEDEL DH E P RT A31 

48- 33D, BG - P BE, 0d - TCR. 
再 册 例 1 可 得 . 


— oy — 2 


AG | BG. e FOG 一 可 


(AD-- BE +0F)=0, 


因此 最 后 得 到 š 
OG -+ (04 0B « 00), 
2. (3g P E RET 
首先 讨论 平面 的 情况 ， 设 
Oy 为 一 平面 直角 坐标 系 . 在 
—— 此 举 标 系 中 有 一 个 指向 为 z 
轴 正 向 的 单位 向 量 和 一 个 指 
向 为 y 轴 正 向 的 单位 向 量 j 
(LÆ 1.9). Ba zOy 平面 上 的 任 一 向 量 。 以 坐标 原点 O 为 
EAER m OA-a, iA AWERI Oo a). 于 是 点 4 在 z 轴 


aM) ams Me i Ta m Sa 7 -— eo M c8 om mrs sme aom 


é 35— 3E AEAEE JLA 


Ty 585 ERRADA M(a, OMNO, a). 按照 向 量 加 法 
运算 和 Aa 的 定义 ,得 

a—-04- 0M &ON aja. (1..10) 
这 样 ， 数 组 (4。，&,) 通过 坐标 平面 上 的 点 4 与 坐标 平 画 上 的 向 量 
好 建立 了 一 一 对 应 的 关系 .我 们 也 把 ae, ap 称 为 向 量 @ 的 坐标 ， 
向 量 & 的 模 即 为 线段 04 的 长 度 ,所 以 


|a| =V Ere. (1.11) 


上 述 平面 直角 上 坐标 系 aO y 也 可 以 看 成 是 由 原点 0O 和 平面 上 
两 个 相互 垂直 的 单位 向 量 主 和 了 组 成 ,所 以 也 可 记 为 {O; 志 从， 

进一步 讨论 空间 情形 ， 设 0 为 空间 一 点 ,人 他 天 为 空间 相互 
垂直 的 单位 向 量 , 日 它们 排列 符合 右手 法 则 ， 即 当 将 右手 的 食指 、 
中 指 和 姆 指 紧 成 相互 垂直 的 位 置 时 ， 食 指 .中 指 、 姆 指 的 指向 能 分 
SAWA i, 了 天 的 指向 一 致 ， 通过 点 D 分 别 沿 云 施 无 指向 作 三 
条 有 向 直线 Ov Oy Oz, MR T —^ m 3.8 RRA, WHO d, 
Jj, k}, n B] 1.10 BioR,. Or Oy Oc ik KE AE VIGOR ROGER He, 3 
别称 为 z 四 .4 GRE E FEY PETITES S Oy E 
标 面 ， 辣 样 还 有 yOz UR GER zOr 坐标 面 ， 点 怠 称 为 坐标 原点 ， 
i, J k HERE MS E, 

设 4 为 空间 任 一 向 量 ， 以 
BERUN O 为 起 点 作 向 量 OA 
一 q, 再 按 举 标 轴 方 向 把 O04 分 
解 成 

GÀ -OM MON -OP, 
4.12) 
rp OU ON OP 354305 A 
标 向 量 志 了 天 平行 ( 即 方向 一 
了 致 或 相反 ) 的 向 量 (图 1.10)， 
根据 MG 的 定义 , 1) OM. ON .D 玉 可 分 别 写 成 下 列 形式 ， 
OM — aj, ON - a,j, OP —a,k, 


$1 f N 7 
其 中 ae ay a: 都 是 实数 ， 主 是 站 量 @ 可 分 解 成 
a—aj4 t a,j ak, (1.13) 
这 样 , MC (aa, ay, DRHZ a 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关 
系 ， 我 们 称 数组 (ce，cy， a.) A Vp Rc @@ 在 空间 直角 坐标 系 {O; 7, 
天 } 中 的 坐标 , 9X (1.18) Jg iig fc @ 的 坐标 表示 式 . 
BRESDILLELI dy m KRIEL AR 1.10 fA 
OQ 为 «Oy 坐标 面 上 的 向 是 , 且 
0Q-OM -ON = ad aj. 
B L.li np 
[0Q |=~ EFE, 
又 04=0G+0B, 084P 是 一 个 矩形 , RE QA 的 长 度 等 于 
a. AE a BUE a) n] ERN 
lai = 104 | =V tete. (1.14) 
现 讨论 空间 中 任 一 点 的 坐标 容易 明白 ,空间 任 一 点 4 的 位 
置 由 起 点 在 坐标 原点 O 的 向 量 04 完 全 确定 ， 若 @=O4 的 坐标 
表示 式 为 以 .13) ,我 们 也 称 数组 (as, Gy, av) 是 点 A RO dede. 
如 果 空 间 点 4 落 在 sOy 坐标 看 上 , 则 按照 坐标 轴 方 向 将 癌 量 
DA 分 解 时 , 式 (1.12) 中 OP 必 为 零 向 量 ， 所 以 式 民 .18) 中 实数 
a.—0, Bitte rOy 坐标 协 上 任 一 点 4 的 坐标 形式 必 为 (@s, as, 
0). Bü, BRERA (uu, my, 人 的 点 4 也 必 在 xOy 坐标 面 上 ， 
间 样 ,空间 点 4 在 yOz 举 标 区 上 当 且 仅 当 它 的 坐标 形式 为 (0, as, 
a); 点 4 在 xOz 坐标 面 上 当 且 仅 当 它 的 坐标 形式 为 (ce，0， a). 
因为 > 轴 既 在 坐标 面 zOy 上 ， 又 在 坐标 面 *Dz 上 ， 因 而 点 4 
在 zs 轴 上 当 且 仅 当 点 4 的 坐标 形式 为 (as, 0, 0) ， 同 样 ， 点 A 在 
y 办 上 当 且 仅 当 点 4 的 坐标 形式 为 (0，cw，0); 点 4 在 z 轴 上 当 
且 仅 当 点 委 的 坐标 形式 为 (0, 0, ap). 
例 3 指出 下 列 各 点 中 , 哪些 是 坐标 面 上 的 点 ,哪些 又 是 坐标 
负 上 的 点 ; 


fos 
A(-2, 0, 1), BUS, 一 一 To 
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C(—1,0,0), DO, x, 0), 
EO, 4/3, v3), fF(-1,1+vV65, 1—4 58). 

解 A CEOs E 
D. E fg yOz 上 ; C, D dc 
Oy b. C Ær vt D 
TE y fi E. 

空间 中 不 在 坐标 面 上 
的 点 被 三 个 坐标 面 分 成 八 
个 部 分 ， 每 一 部 分 称 为 一 
个 卦 限 ,分 别称 为 第 LII、 
IH IV V VI, VH, VIII 
HE (S Aali. Œ 
ER, Sla] — 8M ey, z) dE 
第 工 赴 限 内 当 且 仅 当 ?> 


0, y70, 22-0; 其余 可 以 类 推 . 
下 面 讨 论 向量 运 算 a+b pna 的 坐标 表示 ， Bi agb 
的 坐标 分 别 为 (ae，aw Be) W Cbs, by, b). DAA 
a+b- ira -- a, K) +t (bd -- 5,3 +t b. K) 
= (gt ba)i+ (ay - bp] + (ast b.) k, (1.15) 
因此 向 量 a+b B eO (au bu, aur by, qs 十 Bs)， X. 
ME =A (aui + ay J -- a, K) 
= asl + Xay J + ak, (1.165 
因此 向 量 %@ 的 坐标 为 (hae, May, AM). 
B4 已 知 向 量 @ 和 避 的 坐标 分 别 为 (4 一 1，3) 和 (5, ?. 
3) , HORIE a — 5 F 2a 3b 的 坐标 表示 式 . 
E BUXO.IB) 和民 .16), 便 得 
a —b- (4i 5 - 8k) — (Di - 2j - 8k) = —i— 8j, 
2a -- 8b —2 (44d — 3 8k) 4- 3(5i - 23 -- 3k) 
—23i -- 43 -- 15k, 
例 5 BMA Pa, Pa, Pa Abg E (as, P3, 0, (8. 1 


MI 
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02) (as, bs, e). Book. (D Pa, Pe WARMER: (2) 向 量 PaPa 
HAER B) 一 角形 PPS 的 重心 G BS ed, 
MO ACROD. HOO WIDE BURIO E 了， 由 的 原点 ,于 是 ， 
P-Pa= 0P — OP, 
= (0 ba] + eak 一 (aii + bi Je) 
= (as ait (bab) (es—e)k. aa) 
因此 向量 PaPe KABIRA a-a, Ds — PA, s e). 
ERO) P&P. 两 点 间 的 正 离 即 为 向 景 Dia pM, 由 式 
AIDE 
| PaPaj = Cas — a) Uo 532? H Ceon (1.18) 
ERG, Hj) 2 
0d = (OP, -ÖP - Of.) 


E i [(a.d-- bi es) aa bag ces) 
+ Cal 1 b. cy À)) 


C Haai uui H Cba bo F9) 
十 i Ce eo kesik, 

因此 重心 G gpi (Siei, Dt th state), 

例 6 在 图 1.42 的 平行 六 赴 
体 中 , 顶点 已 .4.8.C 的 坐标 分 别 为 
(9s, po, pa), (G3, €», Gg), (bi, Ds, 
ba), 0, ca ca). WAR Biss DAI 
E 的 坐标 . 

解 因为 


OD-0P PD, 图 1.12 
Ph- pb+ PO, Ph-0B-0P, PO-O0-OP. 
故 OD=0B+00 - OP, 


10 AF  pgupEgnz uf Jl fT 
AETA D frg eb y (rei bat C2 — pa, bs 二 0s 一 pa) WA 
OE-OP- PE, 
PE=PD+DÉ=PD+PA=PA+PB+PO, 


故 OE—04-- 0B- OO —90P, 
所 以 顶点 E ÉI A RO (aso bit ci 254, Ga 十 8 十 Cs 一 2Da， Qat ba 
+68— 2ps). 


3. 向量 的 数量 积 

我 们 知道 , 物体 在 重力 亚 的 作 
HTF, ARHI TRE ME s CN, 
图 1.13), 在 不 考虑 摩擦 力 的 条 件 


F, F MER 
W = |F] [81cos6, 
En 其 中 8 为 向 量 下 与 向 量 s 的 来 角 . 


因此 数量 开 为 两 个 向 量 下 与 8 作用 的 结果 . 
定义 工 . 给 定向 量 @ 和 加 ,规定 向量 避 与 6 的 数量 积 @:b 
是 一 个 数量 , 其 数值 为 
ab — (a |'b|cos6, (1.19) 
其 中 6 Ak a 5 bip, 有 时 也 
iE 0 uia, b) ( 见 图 1.14). 
根据 上 述 定 义 ， 功 下 就 可 以 写成 力 
F 与 位 移 # 的 数量 积 , HD 


W = F-8s, 1.14 
HA (1.19), 3€.]1 728/18 3] F BAAR: 
ab —b-a, (1.20) 
a.-a-— ia|?. (1.21) 


如 果 a-b-—0, moe 1.19 Ala. bl, cos 三 者 中 至 少 有 一 
个 信和 为 0, 如 果 cos9 一 0, 则 说 明 ex 与 6 的 夹 角 为 w/2, SX PERI CS] 
a 与 6 是 相互 径直 的 , 记 为 491 868， 如 果 |a| =0, 则 说 明 a 为 一 个 
零 向 量 ， 根 据 我 们 对 0 指向 的 规定 ， 我 们 也 可 以 认为 这 时 e | b. 
同样 , 当 |b]-O 时 ， 也 可 以 认为 gL6 成立， 于 是 就 有 下 面 的 定 


$1 Rl E: 11 


ER 

定理 1.1 q.6=0 的 充 要 条 件 为 ajb. 

Aug am b, 称 数量 bicia, DELITETEPNS 
的 投影 ， 记 为 Prab EN 15). Rl. 15 中 线段 OC. 的 长 度 即 为 
它 的 绝对 值 , 它 的 正 负 号 与 costa, b - 致 ;如果 @=0， 则 规定 点 
C NAgROSG, a sb TEX 


(a) coL 0 B] Pra b0 (b. cos? «U 时 Pra b «0 
1.15 

a*b — ia Pr,b. (1.23) 
ER 1.16rB, w1 me 都 是 垂直 
FHR @ 的 平面, 向量 0R=6，RS 
=c. PRAM, RR OP, rA 
OQ 的 长 度 分 别 为 'PraB|、 | Prue, 
HP (b+, EE ROP 上， 
现 设想 有 一 个 以 点 口 为 原点 , Ha 
的 指向 为 坐标 轴 方 向 的 一 维 坐 标 
系 ， 点 已 @ 的 坐标 分 别 为 jw. 易 | 

知 这 时 图 1.18 

Prab =A, Pr,(b--c) =u, Prec= uÀ, 


于 是 便 有 
Pr (B+ c) = Pr,5- Pr,c. (1.23) 
TTR 一 由 则 上 式 每 项 均 为 零 , WRR. 注意 到 式 导 .22) ,有 
a. (bc) — |a| Pr, (b+c) 
= ej Prb- Prac) 
=:b dc. (1.24) 
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坐标 向 量 坟 LF. 玉 是 相互 垂直 的 单位 向 量 ,， 故 由 式 民 .21) 和 定 
38 1.1 可 得 下 列 结 果 . 
are api (1.25) 
i-j—Jj.k-—k.i-— (1.26) 
BE a R O WRIN e ay, s (be, b,, b), WAR 
(1.24) ~ (1.26) , (E18. | 
= (asf +a J -- a, K) * (b i -- byf + o, K) 
= (a,l2-a,J + ak) bait (o i tayf 
+k) - b, + (asit a, J+ ak) * bk 
== Gub. Wyby-t Gabo, (1.27) 
这 就 是 两 个 回 量 数量 积 的 坐标 表示 ， 
617 B4 a=4i-j]--3k, b=bi—-k, Wk a.b, Prb F 
cos(&, b). 
解 ”由 式 伺 .27) 可 得 
a-b — a,b, Tun abs = 4*5-- (—1)*0--3- (— 1) — 17, 


~ «eb i L7 
Pra b= bi 'eos(d, 五) 一 -Tal UMVST(CDGUE == WE 
7. Prab iT 17 
cos(a, b) = E7 SUE M 261 X. 


一 般 地 ， f Rd X (1.27) 可 得 cos(a, D 的 侍 慰 表示 如 下 : 
a-b Seba T aub, + a, 
cos (i, b) = lal [b] ^J icai ai LS VERE 


FERN C EE E VESTES n] BS 7 181 9A, 
设 非 零 向 量 ec B AS (ae, av, e, EE SRL RE E, JI 的 
吏 角 分 别 为 a.B6.7Y， 从 式 (1.237) 和 数量 积 和 的 定义 订 得 ， 
a= d= ;| C08 a. 
Bi c 是 非 堆 向量, 于 是 有 


cosa 一 -Ce 
lal 


亲 样 可 以 得 到 cos B fi cos y. BERA a, B. 的 余 纺 可 由 直列 
公式 计算 得 到 ， 


其 中 ja| 可 以 利用 & 的 坐标 表示 为 
(L.14) XX, a a 为 一 个 单位 向量 
时 ， 由 上 式 可 短 恕 的 坐标 妈 Jy (cosa, 

cosg, cosy). 对 于 任意 非 零 向 量 a 来 D) ma die MN 
Ui, Xp a.) 5 a mp —3«Hp—4 Ho 

辣 营 ， 那 未 它 的 又 标 当 然 就 是 (coga， i 


a a 
LEE ous cosy =mi 


cos 8, cosy), Bil Bram 

da= Cos ad + cos Bj + coe yk, (1.30) 
因为 as 是 一 个 单位 向 量 , 所 以 |au! =1， 于 是 便 得 

cos? a-l- cos? B+ cos? y — 1, (1.31) 


我 们 知道 ， 单 位 向 基 ge 刻 划 了 商量 a 的 方向 特征 。 Pre E K ^A 
dk (cosa, cos B, cosy) tlun] Fg ok Zu] ee (4 7715], dX ER cosa, cos B. 
cosy 为 向 最 a fi] o de i 
例 8 iz a=8i-4j+5k, iX 
求 -一 个 与 a 方向- CBS A D Fg Tc 
^ ds IR e fy p RA. 
解 ” 由 式 红 .14) 可 得 . 
jaj — 4/ 84-16-95 =5v’2. 
TEAGR (1.9) HH, 


1 ' 
n ROT. 
ao Ta ^ B73 (8i — 4j- 5k) 


1 


NS NM PES 
人 
Go W EPRE H (cosa, cos BB, cosy), S a BO TE T8] AO 
E --4 1 
cona BF cs p= V A pul ra" 
it a.b 为 两 个 非 零 向 量 , gm 为 与 4 方向 一 致 的 单位 向 量 , 我 


们 称 向 量 
c= (Pr b) ao (1.82) 
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AE o EHE a 上 的 正 投影 向 量 (参看 图 1.18). 利用 Prab 
的 定义 ,又 可 把 c 改写 成 下 列 形式 
c- [bicos(a, bao= |blcos(@,, b)ao. (1.88) 

HE c 仅 与 区 的 方向 有 关 而 与 区 的 模 无 关 ， 有 时 也 称 C 为 吾 在 
妖 方 向 上 的 正和 投影 向 量 . 

BIB LA a-4i-3k, b-4i 5j 2k, ok b ic a. LWE 
TREE c. 

E BRG. 14), 13 

la| - / 078 B, Ibl - TEIE 8V5. 
PREGA UL.O9) $80 (1.28) aT ELA 34 45338]. 

a= i a- ti-i k 


10 — 2 
D34/0 8V5" 


和 cos(a, b) =x ra [7 
最 后 根据 式 (1.33), 便 得 
c= |blcos(a, Das-8vVB irs i-i k) 


285; 6 
-51 pt 


4. 向量 积 和 混合 积 
先 考 虑 两 个 向 量 的 向 量 积 运算 ， 在 磁场 和 内， 运动 的 电荷 将 会 
受到 磁场 力 的 作用 、 从 物理 学 可 以 知道 ， 某 
时 刻 单位 正 电 荷 处 在 点 4 处 , 此 时 它 的 运动 
速度 为 b, 点 4 处 的 磁感应 强度 为 B, 那 末 此 
v 时 它 所 受到 磁场 力克 的 大 小 为 
|F| = |e] |B |sinó, 
Hope 5 BB xf. FH 
E Jiu FIv,FIB, Bv, B. FME 
Wr 符合 右手 法 则 来 确定 ， 即 当 右 手 食指 指向 与 
e 一 致 , 中 指 指向 与 召 一 致 时 ， 与 它们 垂直 的 姆 指 的 指 疝 即 为 五 
的 方向 ( 见 图 二 .19)， HE F LEUR EI EE v 与 BERNAR, 


F 


$1 jä 量 15 


定义 1.2 fuskuauub AÁ;aibüjée* aab 
一 个 向 量 , 它 的 模 为 


ix b| — ai | 五 |aing， (1.84) 
Kp 07S a t; b pip sefa (0s), 它 的 方 
Edd axbie.axbibHea b axb axl 
闫 序 符合 右手 法 则 来 确定 . 
根据 上 述 定义 和 图 1.20, 可 以 得 到 局 最 
积 运算 的 如 于 性 质 : 0 
axb- —bxa, (1.85) 4 

Qa x b—X(mxb), (1.36) bxa 
其 中 义 为 任 一 实数 ， 式 (和 .35) 说 明 ， 对 于 向 
量 积 运算 , 交换 律 是 不 成 立 的 . idi 


nA ax b--0, us pog Soup e|. [b] sin —30p ned 
一 项 的 数值 为 零 . disimOÓ-—0, WJ6—0s2E6—-. TUR 
与 如 方向 或 者 一 致 或 者 相反 , 就 称 疝 量 a b dédu ur, iy 
qa/fb， 若 |a| 二 0 或 |8|=0， 则 a.56 中 有 零 向 是， 根据 我 们 对 0 
指向 的 规定 ,我 们 也 可 以 认为 这 时 a b. TERK PB; 

定理 1.2 qx&=0 的 充 要 条 件 为 afb. 

从 这 个 定理 立即 可 得 . 

axa-D. 4.37) 

XX OÀ-a, OB-b, 3L OA, OB ż 
PRAE TN 边 形 OACB, BD 
此 平行 四 边 形 的 高 , ELI KEA | 8 | in 8 
(AE 硅 .31) ， 易 知 此 时 平行 四 边 形 OA 
CB 的 面积 即 等 于 |G| 1j8lsmng, 也 就 是 


EDS laxb'. a/ biu DU& ERO, 4.0, 
B 四 点 在 一 条 直线 上 的 情况 ， 此 时 相应 的 平行 四 边 形 的 面积 也 就 
EFR, 


下 年 考 虑 二 个 向 量 的 混合 积 运算 . 
定义 1.8 (axb)-c RAKHE a, b c 的 混合 积 ， 


ne 
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注意 , 混合 积 是 一 个 实数 而 不 是 一 个 向 晤 .更 考虑 一 个 以 a 
b.c 为 楼 的 平行 六 面体 ( 见 图 
1.22)， 它 的 底 为 以 a, b 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 ， 因 此 平行 六 
面体 的 底面 积 为 | x5|. 六 面 
ERRA X cac m axb 
上 投影 的 绝对 值 |icicos2|， 
b K'p 8 pg axb 5 cis 
MER 角 ( 因 为 cos 8 WT REA Mati, Br 
以 取 绝 对 值 )、 因 此 | (ax b) -c| BIDS GOES PEPRIREACER, — 由 此 

我 们 可 得 到 下 面 定 坦 ， 

定理 1.3 a b.c —^- [E RETE BE JE E ARMES (ax b) e 


0. 

34 (G x b)-c 0 时 (这 时 a b c — E EARS dé IE qu] RO, 如 果 
a.b. c 的 顺序 符合 右手 法 则 ( 即 可 以 使 右手 的 食指 、 中 指 、 姆 指 的 
181843 3-3 e, b, c iji — 50, WU ax b 5j e Bysefa 0 7S 
角 , 因此 这 和 时 混合 积 (&xB) - e 为 正 ; f ab c BUE RE OUR 
手法 则 , 则 8 为 钝 第 ， 内 此 这 时 混合 积 (人 xz) sc 为 负 ， 由 此 可 得 
TRAR, 

(axb)-c=(cxa)-b=(bxc)'a, (1.88) 
(axbj-c-— — (bxu)-c, (1.89) 
现 证 明 关 于 向 量 积 运算 的 分 配 律 是 成 立 的 ， 即 对 于 任意 给 定 
的 向 量 a bs ba, FRERE: | 
ax (b +b) = (eax b)+ (axb. (1.40) 
HA (1.88) A (1.24) 可 知 , 对 于 任意 向 量 e, 都 有 有 
(a x (b, -b3)-c-— (C xa). (bit bo 
-(cxa-:b,--(cxa):b, 
= (xb) -c+ (ax bae 
=[(@ xb) + (@xba]- c. 
设 在 直角 坐标 系 {0; i, J, kpt, mE ax (5. bu) mE ax 5.) 


$i I| & 17 


T(axbft Als XI Gn, wa, sa Mh, ss wo. 现 特别 取 
c=i, 则 让 上 式 可 得 
wi= (a x (b+be)) i 

— ((axbj-- (ax bo)) i 

=Y 
问 样 , Sp Ce 一 9， 使 得 和 一 We v e= k Ei ay. 因此 可 知 式 
(1.40) f Y. 

在 进一步 研究 ax bf (a x b) -c 的 坐标 表示 之 前 , 先 复 习 一 

下 二 阶 行列 式 和 三 阶 行列 式 的 计算 ， 二 阶 行列 式 按 下 式 计算 


« b] ee E A (1.41 
G3 bl 
aba — aab: 称 为 左 端 行列 式 的 展开 式 ， 三 阶 行 列 式 展开 式 如 下 : 


a bb: 6 


G3 ba £3 


[G3 pa pa 

= ba08+ aba + Gabics — Grbac — Qabics — agbs. (1.42) 
注意 到 上 式 右 端 可 以 整理 为 a (0203 bata) + ba (esas — 0302) 十 
人 (020s 一 Gab3), 故 式 (1.42) 又 可 改写 为 


Gi b, C4 
po Oa On a] aa bə 
45 ba Ca | = @ | T5, 十 全 
lbs 0 i03 as| aa bs 
ws bs Ca 
(1.48) 


项 在 讨论 向量 积 运 算 的 坐标 表示 ， 根 据 向 量 积 的 定义 , BD 
可 得 到 下 面 结 果 : 
ixi—-jxj-kxk-0, (1.44) 
ixj-k,jxk-i,kxi-]j. (1.45) 
Wd a dübiciAA ROO E J, kimi tE ER o» (as, 
ay, 4,) HI (Du, by, bo, WU] RES X 01.40), 01.44). (01.45) 和 
(1.85) , 有 
& x b — (add aJ A a, Kk) x (bud byf + bk) 
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= aub. Xi) ab, (dx 3) -| a,b, (d x k) 
+ mba J xd) a,b, (Fx 3) aub. (3 x Kk) 
Fasbak x 0) ab, (k X f) a b, (Kk x Kk) 
= (a,b, — a,b,) i+ (a,b, — a,b.) J + (asby — ab.) k. 
TIR OL.41), GEERTE 


y zj, ia dul. las qz| 
axb- i-i TEW k. 1.46 
w TES E NE pM 


iERC3IE(..48), ， 还 可 借用 三 阶 行列 式 把 它 写成 更 便于 记忆 的 形 
式 : 


i 7 k 
uxb=ias a, a. (1.47) 
be by ba 

再 讨论 混合 积 运算 的 坐标 表示 ， 设 在 直 基 坐标 系 1!O i, j, 
ky, E e, b. c f Abg E E Qu, au, da | Cbe, by, br), Ce, Cy, 
c). HiWxX0.46) 8 0L. 27) Sen] 2$SJR fr 81 Ca x bo ef HAA 
x. l , l 

E cs is az; d e he : |a= y 

'by bl Ib: bz, [bs by 
再 注意 到 式 (1.49), 就 可 拒 它 写成 下 列 三 阶 行列 式 的 形式 ， 
üg Hy O5 
bs by uL. 
€; Cy Cs, 

例 10 Em a=4- 2f- k, b=2+j-k, ec-3i - 7, d= 
8i+ 2k. Wok(axb).c, (bxc) -a fiaxd, 

解 ARO. Amid (ax bc, 


(axb) c= (1.48) 


4 2 "ul 
(Gxb):.c—|2 lcd B. 
[8 —1 ol 
HA (1.38) , 便 得 


(bxc)-a- (axb)-c— —b5, 


SARU. 计算 axd, 4 


i j k 
axd- 4 2 -i|—-4-1iJj-6k, 
i3 0 2: í 


例 11 ganS P, 4 B.C 
pRa T, -2, D. (4, 2 
-1).(2, 0, —15, (8, 1, — 2). iX 
求 三 角形 ABO pm ei sm m 
PABOC 的 体积 V, 

解 ” 三 角形 480 的 面积 S 为 
以 AB, AC 为 邻 边 的 平行 四 边 形 闹 
BR 0 0 

AB—-OB- OA = —2i — 95, 
AG 00 -0A > EE iod 
i Jj k 
AB x AO = Ls -2 0 
一 


故 8-1 AB x AC| va 3r D*E(S 2. 


-9i - 3j. 
zd =] 


四 面体 PABO 的 体积 为 以 六 4.PB、 PC 为 楼 的 平行 六 面体 
体积 的 六 分 之 一 . 
P|4-04- OF —5i - Aj - 2k, 
PB-0H -OP -3i -2j —2k, 


一 一 -一 中 


PÈ- 06 -0P- 4i 8j — 8k, 


5 4 -9 
(PÀAxPE-POÓ-|8 2 -2|- 
4 3 —8 
故 V-li (PA x PR) PO] -1l. 
tkm Rb RUE h Ar E RE E np ROBO 运算 的 计算 公式 
定理 1.4* axibxc)- ua-c)b - (a: Mc, (1.49) 


eese gv voee amem o n 
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证 明 4 5b—03x c-0 时, 上述 等 式 的 两 端 均 为 和 0 所 以 这 时 
等 式 成 立 . XP b c 均 为 非 零 向 量 时 ， 我 们 可 以 选取 一 个 直角 坐标 
(0, i, J, k}, t1 b/i, ct Oy 坐标 面 上 . dx a. b.c 的 坐标 
分 别 为 (ce， y, Aa), (Du, by, Ba), (ou, cy, Co). 根据 坐标 系 的 取 
法 ,应 有 
b,— b,-— O0, e,— O0, 


于 是 
i j `k| 
bxe= b 0  0,—b,o,k, 
|e Cy o| 
进一步 可 得 
li j k 
ax (bxc) 一 :as Gy Qs | =Qybelyk — aubuoy J, 
10 U be, 
又 


€ — Qla tH gun, E Aar = ra Guy, 


ab — agbe t au: 0-- a, U= a b, 


(a-c)b — (a-b)c— (a.c, - a n) (E) — (aabo) (ed 3-0, 3) 
— abel - a. uu, 
比较 所 得 的 计算 结果 , 便 知 式 届 .和 9 成 立 .， 0] 
例 12 ce4ue-4-2j—k,b-92i-j —k, c—3i 3, Wok 
ax (bxc)tiilaxb)xc, 
^ 因为 
ab —11, a-c-— 10, c-b—5, 
Bk p XL .49) 8 18 
a x (bxc) -—(a-ci)b- ca-bic 
—10(24—3 —k) —11(96 — 3) 
-—13i4-213 — 10K, 
注意 到 式 仁 .35) , EH 
(ax b) xc- -cx(axb-—(c-a)b— (c-b)a 
= 10(2i- j - k) - 5(4$ - 23 — k) — — bk, 


&2 FR 5RIBSAJZE ?1 


$2 平面 方程 和 直线 方程 


1. 平面 方程 
对 十 给 定 的 一 个 平面 x， 车 空间 的 一 个 非 零 向 量 品 与 平面 4 
上 任 :一 向 其 都 迁 直 ， 则 称 向 量 nc o 
ww 的 一 :个 法 向 量 ， 简 称 法 向 ， 在 直角 坐 
标 系 40; 7， 对 中 ,如 果 给 定 了 平面 r 
的 一 个 法 向 量 n, 其 坐标 为 (4，B，OC)， 7 
且 给 定 了 平面 zw 所 通过 的 一 个 点 下 6, 其 
B y A (o, Yos 29), 则 平面 5 就 完全 确 
定 了 (参见 图 1.34). 我 们 将 据 此 建立 平 M m 
T8] c 5277 FE. 
dkM(G, y, DHZ, BRAM deo HREN 
M. Ln 注意 到 定理 1.1, 则 充 要 条 件 还 可 以 写成 下 列 形式 
MM :n=0. (1.50) 
n= Ai Bj - Ok, 
MM -OM ONo= (wx)it Qu 9) G9), 
CRI SR (L.20 RE SR (1:50) 写成 下 列 形式 
A(z — zo) - B (y — yo) --O (e — 9) —0. (1.51) 
这 就 是 过 已 知 点 Molto, yo, zo), b n— Ai- Bj--Ok 为 法 向 量 
的 平面 = 的 方程 ， 这 种 方程 形式 称 为 是 平面 严 的 点 法 式 方程 
例 1 BA MO, —1, 2 EFH rd, m f iE S En 
2i 一 3K、 试 求 平面 0 075 
解 ” 由 所 给 定 的 条 件 , 按 式 红 .51) 便 知 x 的 点 法 式 方程 为 — 
2(2 一 0) -0(y4-1) 十 (一 3 一 2) 一 0， 


向 其 


整理 后 得 
27 一 3 十 6 一 0. 


例 2 试 求 过 M, 1, 站 Ms(—1, 0, 1, M$(0, 1, DZH 
的 平面 的 方程 . 
E ”此 题 的 关键 是 要 求 出 平面 的 一 个 法 向 ns WERN 
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定义 ,可 知 向 量 MMMM JEN —rEImOLS 1.25). 
M,M;—-0M&4—0M,-— — 9i -j, 
M,M4—0M4—0M,- —i-—k. 
于 是 按 式 (1.47), 有 


|i j k 
M,M,.xM,M,— .-2 -1  O|—i-2j-k. 
pet. 0 xd 


TMi WR Ms 作为 m 上 的 已 知 点 ， 技 式 
(1.51), [8 AT TEL 75 02 
(æ -0) -2(y—1) ~ (2—0) - 0, 


Me 整理 后 得 
M, &—2y 242-0, 
- 下 面 考察 平面 方程 的 一 般 形 式 ， 在 式 
图 1.25 (1.51) m, #4 D= — Axo 一 Byy — Oo, 
WX L.51) 就 可 改写 成 下 列 形式 ， 
Aca By 4- C24 D-—0, (1.32) 


to AEDOE 1817; Ri ds RT L ER FXEGEXBI Ui ER. 因为 法 向 
n-Aic-BI Ck 是 非 零 向量 , 因此 方程 中 4、B.O 应 不 全 为 零 . 

友之 ,在 直角 坐标 系 中 , 任 一 只有 上 述 形 式 揭 一 次 方程 也 必 是 
-- 个 平面 方程 ， 这 是 由 于 AQB.IC 不 全 为 零 ， 因 此 方程 (I.52) 必 
有 解 (zo, yo, so) 存 在 (如 果 A0, 则 (一 加, 0, 0) 即 为 它 的 一 个 
解 ), 即 存 在 (xzo. Yo, zo), 使 得 

dito Byt Ou ED ed; (1.88) 

127; fà (1.52) W (1.58) 4898 (1.50. CHAHE (1.525 是 通过 
点 Molto, yo, 2o) HE) ft Ai - Bj 4- Ok 为 法 向 的 平面 Tt 的 方程 ， 
我 们 把 式 民 .59) 称 为 平面 的 一 般 方程 . 

设 向 晤 na 利 R 分 别 为 平 而 mx 和 zs 的 法 向， 如 果 扩 (| 12 
BE BROF Bim. n. odo MR a na 就 称 平 面 加 与 ms F 
ff, : 
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例 3 已 知 平面 mi 的 方程 为 2 3y o2 6—0, 平面 ra 的 方 
Rig cy—z—1-90. WH Y juo. 与 wz REP 3E E? 

解 ” 从 十 面 有 关 一 般 方程 的 论述 ， 可 知 ， 

n,—4i -3j+k, n.—i-j-k 
分 别 为 平面 w, xs 的 法 向 景 ， 双 因为 
Zi 和 34 一 31 十 (一 一 0， 
故 由 定理 二 .i BÓ OD m BIE m 5n a w. 

FARR TIRER Y Rpmy-RtJPTR. $$ 5005 € — 4 
y ifl Oy yO: Or 的 -一 般 方 程 。 因为 .2 分别 为 人 誉 标 面 Oy. 
yOz Or figi ie] b, Ae b i c0, 0, 四 同时 在 此 三 个 举 标 画 上 . 由 
HE EU AE D rOy, yOz Ov 的 方程 分 别 汶 

z=0., w=0, gy ^0, (1.54) 
在 这 些 坐 标 而 的 一般 方 程 中 ， 和 系数 A BOD 中 有 一 些 等 于 零 . 
下 次 分 别 对 一 般 方程 中 系数 等 十 宕 的 情况 进行 讨论 . 

(D D-0, ixhJ Jj LL. 520 FADE SX 

Az-- By - Cz — 0, 
Wh ERAS TRI ER O0, 0, OE AL LXRTTTR. MAIHE ARE 
f&j-- XXXIX ARBngU Z, MCEIEDRREIUDERO.50 易 知 , 通过 
坐标 原点 的 所 车 的 一 般 方程 中 必 有 D=o, 

(2) A=0. XHA (1.520 RAER 

By 4 Cz4- D=0, 

BATM o FIT o 44 Bg J532481TE xw IET EAT i, 即 
n.d—0, Mikl an-—4id-BjeCknbnd—0dqhd d A-O, Bg 
以 平 而 半 行 于 4 RULES TE SE ZEE NEFA — 8273 REP —0. 

类 似 节 ， 平 而 平行 二 7 轴 的 充 监 条 件 为 此 平面 的 一 般 方程 中 
B=0 平面 平行 于“ 轴 的 充 要 条 件 为 此 平面 的 一 般 方程 中 C=0. 

《3) A=B=0, 这 时 方程 以 .52) 具 有 形式 

Cz-- D—0, 
这 时 必 有 De0,15 4 A. B. CA 3E 48 38 0D , 该 平面 的 几何 特征 
EE BREIT e AA y 轴 ， 亦 弛 该 平面 平行 了 : Oy 平面 ， 读 者 
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RAMH, 平面 平行 二 z0y 坐标 而 的 充 要 条 件 为 此 平面 的 一 般 方 
H A=B. 类 似 地 ,平面 平行 二 yO 坐标 面 的 充 要 条 件 为 此 
平面 的 一 般 方程 中 B=0O=0, 平面 平行 于 ?Oz 坐标 面 的 充 要 条 件 
为 此 平面 的 -- 般 方程 中 CO=4=0. 
B) 4 试 求 通过 y 轴 和 点 MoL 1, 9) 的 平面 的 方程 
解 WO WE cB TER 
Az Byt+ Oz+ D-0, 
由 于 ww 通过 yy 轴 (w BOTE y 轴 又 通过 原点 )， 因 而 根据 (了 DD) 和 
(2) 便 知 
B=0, D—0, 
又 点 Mo-i, 1, S fe pj o E, BBC - 1, 1, 满足 zz 的 方程 , fX 
入 方程 便 得 
— A-- 3C — 0, 
显然 C0, 否则 A BOERE, DL A-3C, 8B 一 D0 代入 方程 
Az--By— Cz D-0 H, A 
SC -4- Cs —0, 
因为 C 关 0, Bia ETT oc IS DERE 
3x 十 2 一 0. 
如 果 平 面 方 程 4% 十 By 二 QOz+ D 一 0 
中 ,4、B.C,D 全 不 为 零 , 则 可 把 此 方程 
改写 成 下 列 形 式 : 


acd anu uuu. us 
其 中 a= A’ b B’ C C` 称 


3k 1.55) 为 平面 的 夏 距 式 方程 ， 记 此 平 

图 1.26 面 zx 与 + BRR y M, y, D. A 
.开交 时 处 在 平面 w, ERI cOy WPR Os b. BU, y, 2) 
应 满足 下 列 联 立 方程 


pM ey 2 AS 


ge ERR gz SP #5 


20, 
[y=0. 
$4 r-a, y-0,2—0 为 此 方程 组 芍 解 站 就 是 说 与 x 轴 的 交 


SEERA C, 0, 0. WFE, m ^g y OE EXT AB RON CO, b, 00m 


与 z SERIES HEROS O, 0, e). a b.c 分 别称 为 平面 下 在 三 个 


apah LLAGA ze CH, g] 1.265, 


例 5 臣 求 由 江 个 坐标 面 以 及 平面 3w- 2y - 4224-0 prr E 
成 的 四 育 体 的 体积 三 . | 

解 ” 从 本 章 $ £0 LUAM, ARERI CPU T RBS pA T 
AA I BORREA ORERE RS RA, ST, VU HAE DASS DUI e TL e e 7 88 
标 原 点 ， 奶 外 三 个 就 是 平面 34 一 2y- 42024—0 4p 53 — Tre Ve 
轴 的 交点 RS, T. 把 方程 34 一 2y 一 拓 二 24 一 0 化 成 TIC 


由 此 可 知 ， 思 请 休 由 个 项 点 的 坐标 分 别 为 0(0,. 0, 0 RC 8, 0, 
0) S(0, 12, 0), T(0, 0, 6)， 于 是 
Ds 0 0j 
(QRxOS) -OF -| o 12 o|--5r, 
| 0 (0 6| 


K pal Lr ‘OR x OS - OT | --96. 


2. 二 

He HARRO d, J, kj, EATE Ay I H An 
By - Cz D- 0, Mo B AER to Yo c. WER Mo 到 平 
ihj x BIB S d. 

Be Malti, ya, 212 23 oe E 4E — n, BD 

Ac, By 4 02,-- 2-0, 

JT 1.27 易 知 ,点 Mo S] cc f PES d RANEE M Ma x 9 FE i 
量 n-—Ab-BjaCk EREHE, BI 


站 BE 


好 第 -一 章 “” 向 量 和 空间 解 折 几何 


n-4([8Bj ick. 


Axa Bet Cz D>0 
Ma‘Ko, Yo Zo) 
一 
1 


Axt Byt Cz—0/ 


Axt Byt C+ DLO 


图 1.27 图 1.28 


"ECT 7 n: MM 
d= | Pr, MM] -| 
L| Azo 23) + B(yo — Y) -+O (zo— 23) 
V BHO 
因为 点 Min, yi zotk m b, 
— Az,— Bya — Cz, — D, 


» 


最 后 得 到 


de | (1.56) 
| A? 4- B* --O* 

从 上 面 的 推导 中 还 可 以 知道 , Azo Bys-- Ozo-- D HENS- 
多 .11 型。 相同 ， 于 是 ,对 于 空间 任 一 点 Mo(Xo, Vo, zo), WMF Aro 
-+Byo+ Cn + D>0, M 了 与 对 于。 的 夹 角 必 为 锐角 ， 故 该 点 必 在 
平面 dz BycOCz4-D-0[Wxp CFI m-A4i-BjaOCk 所 指 
的 一 者; 如 果 Azo 一 Byo- C+ D-—0, JU i p EE IBI Amr By 十 
Os-- D=0 的 另 -- 侧 ( 见 图 工 .28) . 

HE AEA AC, 0, O0, B(0, —8, 0, C(0, 0, —2),D(8, 
5, —D. WRA D idi A B O 三 点 所 确定 的 平面 + 的 距离 d. 

解 ” 易 知 点 4(2, 0, 0,B(0, —8, 0) .CO(0，0， 一 分别 在 
“ 轴 .y 轴 .: 轴 上 ， 因 此 它们 就 是 平面 x 与 三 根 坐 标 轴 的 交点 ， 于 
是 平面 x 的 截 距 式 方程 为 
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ECHR -- 般 方程 为 
84— 2y - 8: - 6— 0, 
BOX QL.56), 818 
PE (es le ns eR 
~“ 9+419 ~ 23° 
B7 DAFT D x 897) N 65-2y- 3278-0, AR Mo W AE 
PRORA, 3, 3). AOR FE Wo [Hg — x3 Malta y. £9, 8:18 
[MeMo RHET Mo a)r Bg BS d. 
FE WE Mi, Yi, n) m bf£—x. ME 1.27 A, PE 
MM-M, F Mio 在 和 的 法 何 量 dn ME 的 下 投影 岗 
E. 按 式 民 .32， 江 注意 到 式 忆 .22) ,有 


MM, (br, My Mo) fat” -了 n 
— n- MM, n 
n- -n 


车 取 点 Ha Jo 5 oy Bü AR, UU da Ma 的 坐标 为 (0, 4, 0), 把 


一 p) De" 18. 6. 9 
MMo= 5 (060-234 3k) — d - mjt k, 


OM,—OM,— M.M, 


(IBk) (294. .9,.,9 
(tIj+3k) (~i 了 十 本 大 
11 I8., 12 
ir dd Mr ML 

` » 11 13 123 
因此 点 Ma HPRH, 9 LL LL). 


3， 直 线 方程 

直线 石上 任 … 非 零 向 量 称 为 卫 的 一 个 方向 向 量 ， 车 给 定 了 
直线 五 上 的 一 个 方向 向 量 s= mink 和 工 上 的 一 点 Moro, 
Vo, £), 直线 就 完全 确定 了 . 现 导出 直线 工 的 方程. 

Et Mm, y, 2) 为 空间 一 点 (图 1.29)， 显 然 点 M 在 直线 荆 上 
的 充分 必要 条 件 为 . 型 oj / 8， 即 问 量 形 o 好 可 写成 下 列 形式 ; 


mv as AA M aA CR menm 
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MoM — 18, 4.57) 
其 中 上 为 实数 ， 因 为 向 量 
MoM —0H - OMe, 
pp ARAS LISI 
OM —OM,- is. 
把 十 式 写成 坐标 形式 ， 即 得 直 
线 工 的 厅 数 方程 
zril, 
y=yot+im, (1.58: 
m) 1.29 £ — 293 -- tn, 
E i RKE., WRL 和 m,， 兄 均 不 为 零 ， 则 下 列 三 个 相等 的 量 
都 等 于 去 


T- To o 2 — yo x 5I 1.59 
i qn n ^? MED 


SUITERE OS EHE DA sog 24, MER, SXCL.89) SC Bs EGER 
个 方程 组 成 的 联 立方 程 , 即 


了 -Ze n YTY 
l ny 


Ade 25 «90 
qu 7" 


P PROPRE x. yz 的 一 次 方程 ， 它们 分 别 表示 平行 十 zs 轴 
Tuc 轴 的 平面 ， 直 线 工 就 是 这 两 个 平面 的 交 线 . 

AA Lo mon 中 有 一 个 等 于 零 , 例 如 2=-0, 但 mn 均 不 等 于 零 ， 
Mox Q.58) 导出 直线 世 的 方程 为 


£= To 
| Se (1.61) 


即将 直线 也 表示 为 平面 mao S3 Ri 9-9 = 一 so- 之 交 线 ,如 


RHAD pios Doe Eo E 作 这 样 的 约定 : 
当 基 个 分 式 的 分 岂 为 零 时 ， 相 应 的 分 子 也 取 穴 值 ， 这 样 当 一 6 


TT r e e e e o o a a a m e m a 


$2 平山 方 入 和 直线 方 避 ^ 


at, (LSD 4B ak n BoR(L.09) 得 到 ， X 8p, ism, n0, 

IRR G.B), 直线 五 的 方程 为 
Nm: (1.62 

Y= to, 
即 交 站 线 工 表示 为 平面 X= 二 v6 F yEy 之 交 线 . aii 它 也 可 以 
直接 从 式 志 .59) 得 到 . 
根据 上 如 的 讨论 , 任 一 直线 五 的 方 穆 都 可 写成 联 和 方程 ; 

| A4m- Biy +02 + D4— 0, 
Asa Bud Cux-- D,-—0 
的 形式 , BDH L 表示 为 平面 At Biy tOr Di 05; i Asa 
Bayt Cet Da 一 0 HZR, Z, REFA 4st Biy +O D. 
— 0 AR OT Aa 1H Bay Cs: D: 一 0 平行 , 则 它们 的 交 线 工 当 然 
也 就 可 以 用 式 届 .63; 表 术 、 我 们 将 式 民 .63) 称 为 直线 的 一 般 方 
程 . 


(1.63) 


WRA ig BpzX LB— A 
HE (0.638), IE L RYJ i8] [8] 
E s MERE IE? 显然 ，8 
bi RE E Y ai o Aw- Bay 


Ca4z4- Di — 0 fg iz E ma = Ad « 
B,j - C.k EÉ, 4HR wz: PE ry 
zw Bay Cot Ds=0 的 法 /Yn 
向 ne= 4d o B. CCS k 3E EC 图 1.30 
(CHAE 1.30). ES ACT TEE cei 与 于 加 m2 是 不 开行 的 ,所 以 
n; x n, 0, 
PÆ Lp v mug 
$— f, Xha, (1.64) 


例 8 给 定点 MQ(G, —4, 2) M,(A, 3, 1), 试 求 通过 点 Mo 
A M WUER LANE. 
解 显然 ,向 量 -— 
M,JM,—-OM,- OM, ici -k 


oae Meo 7o OAM Mam Um n ama ce MIROIR. daa DRM emerge od S n ns 06 BERI. Tn, CEU MRE ed ett 
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为 卫 上 的 一 个 非 零 向 量 ， 记 以 可 以 取 它 作为 直线 卫 的 一 个 方向 
向 量 s, HUNC 8 — iT- k. h s UR Mo, 按 式 忆 .59) 就 可 以 获得 
直线 上 的 标准 方程 
z—-98 _ y+4 2:-2 
1 7 sp 
RI 试 求 通过 点 M3, 2, O 且 平行 于 直线 La 
RUM: 
2r+y— öz=4 


WEL, 

解 ， 因 为 直线 工 与 五 平行 ,因此 Da 的 方向 向 量 也 就 是 五 的 
方向 向 量 . 注意 到 式 红 .64), Df ep msn B 

8 — ((— 4k) x (2i - J — 5k) 

ij k 
. 0 —4 
2 1 -5i 
再 由 8 和 六。, 按 式 信 .59) 就 可 得 到 工 的 标准 方程 


rta gy-2 z 


4 -8 T 
9110 试 求 点 MC, 1, 9 gl 


L Md EL. EET à xa 的 距 


—44 —83 +k, 


Mo Mi Fi d. 

; 解 : 从 给 定 的 直线 工 的 标准 
方程 可 知 ， 点 Mo(—1, 1, OXL 

土 的 -- 点 ， jh) 

图 1.31 8=—i+27—k 

A L$- mE MIRI. 31 不 难看 出 ， 
18x ASA, | 
[8| i 


d = i MoMa, sinis, M, D 1i) EE 


ifj MM, ~ O3, Oo 2i k, 


$2 OV XU eB rA 31 


ij K 
sx M,M,- -1 3 -1i =6i- 6k, 
3 0 8. 
Vi a 
于 是 有 d= X2 es, 
E Jipap 


4. FHR 

设 直 线 郊 由 它 的 一 般 方程 人 .638) 给 定 , 其 中 方程 dz 十 By 十 
Oz 十 Di 一 0 表示 平面 ma, HÆ Aer Bay C-H Da=0 表示 平面 
Ta. È DAPI m 与 zs 的 交 线 ， 空间 中 通过 直线 D OBSCY d 
有 有 无限 个 ,我们 把 这 些 平 面 所 组 成 的 集合 称 为 通过 直线 工 的 平面 
OB 1.32). 


Tu 


E 1.32 图 1.38 

WE :为 此 平 所 束 中 的 一 个 平面 , 它 的 法 向 是 为 n. n= sb t 
Baj Oik H m ike nu dud 1B. 十 Cok 为 wy 的 法 向 量 . 
设 8 为 直线 二 的 - -个 方 辐 向量. 因为 直线 工 同 时 在 平面 zm 
和 za b, RIE R m ne 3E] gums. MUER m, m, 
n dti., qukm 就 可 以 按 向 量 na 和 na 的 方向 分 解 成 

hn — 03 AM, 

HER Aa Aa 都 是 实数 : 见 图 工 88)， 考察 方程 

M (Aset By i Oaz i Da) + Asi dex- Bay tC» Da) —0. 


ri 55 


9 A more we EE rmnAeqpsrmee， À — me e t oa araa tece oni onnan caa Seo os 
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显然 它 是 一 个 平面 方程 ， 严 一 和 at 六 a9s 就 是 它 的 法 向 量 。 如 果 
(a, y, 区 为 联 立 方程 以 .63) 的 解 , W E — E tiu d E CL. 65) B RR. 
所 以 直线 D d — s de WEE p E, UE d UL CL. 60) Bg E ii oc k 
方程 .由 此 可 知 ， 通 过 喜 线 五 的 平面 束 中 的 任 一 方程 都 可 以 写成 
式 (1.65) 的 形式 ; 反之 ,具有 式 忆 .65) 形 式 的 方程 一 定 表示 通过 站 
线 工 的 平面 。 我 们 称 式 (1.65) 为 通过 直线 工 的 平面 来 方程 。 如 
果 和 zs 天 0, 则 式 巡 .65) 也 可 改写 成 
à (dix + Big 31- Cog A- D4) + (Aw -- Bay 4- Cs 4- Ds)=0, 
(1.66) 
Xd xc. 
BID 试 求 通过 点 MC, 2, 一 已 和 直线 L. 
人 
2r—3y4-2-120 
的 平面 r. 
解 天 是 通过 工 的 平面 束 中 的 一 个 平面 ， 因 此 严 的 方程 台 以 
写成 下 列 形 式 
Aala ry — 224-1) 十 as(2z 一 4 十 2 一 二 一 0. 
显然 ,点 Mol, 2, -DP EFH r+y-2z+1=0 E, KR IP A 
4， 把 土 述 方程 两 边 都 除 以 kx 后 可 得 
X (x-4-9 -2z-c-1) + (Zr - y-c2 — 1) —0, 
Xkelu. BR MoC, 2 -DERF E, 即 有 
A(1--24-2T1)4 (2—-2—1-—1)—0, 
1 
故 h=. 
于 是 平面 x 的 方程 为 
ty x+1) + Qo-y+s—1) -0, 


整理 后 得 To- 3-2 20, 


Ea gerri aa o i 
$5 qas gE nA, EE 34 


83 向 量 函数 与 曲线 . 曲面 


1 向量 函数 
质点 在 空间 运动 的 轨迹 就 是 一 条 空间 曲线 ， 取 定 空间 中 的 一 
TEERAA d, 交大， 则 运动 质点 在 不 同时 刻 所 处 的 不 同位 
nfi bi Go, y, 纹 来 表示 ， 设 顷 点 在 时 刻 志 时 ,处 在 点 Pr, 
y, 2), 则 这 三 个 学 标 v y c ABI AE t igo Nr m0. y—y (D, E 
=, BEUERÉ FIT 70 36 H3 RS di SUR LB 3 e LR. 
r-g(), 
y-y(D, (1.67) 
gemzíf), 
一 般 地 , Bü 5 BE YE SEE AI SR (L.6T d E fl S s XR BÉ IL S83 [RI 
Hf. Jud ERG OL.67) Jg as Bp it dc 2r dx, Fr 6 称 为 参数 . 
特别 地 , 24 m0). yCO Le (D 2 f ARTERA, SX COLLO T) gn TI 
成 式 介 .到 ) 形 式 ， 这 时 它 所 表示 的 空间 曲线 就 是 一 条 直线 .由 式 
(1.60, n[ tid OP 写成 
OPs sity OjO k. 
其 把 OP gr, HEr BERII t MRAR, RIRE Tr 为 
关于 变 昌 所 的 一 个 向 量 函 数 ， 骨 记 续 中 表示 .这 时 相应 的 空间 
井 线 就 可 用 向 最 中 数 
r=r (6 =g Ly I TR (1.68) 
来 表示 ， Wb. rud r— mn iode -ATEC RA 
ARK iju, 052334 E? fg Tp BE S 
E> uy D, sit)? (1..69) 
eS S4 2E 3p B aMi iR. mE yE) 
部 是 t MA S KEI S AEE FU 中 的 一 条 连续 曲线 . 
例 试问 : m] RER AX 
T -acost i bamij-c-ck (Oxir) 
(其 中 aL b.e 为 常数 :表示 怎样 的 空间 曲线 ? 
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和 解 相应 的 曲 级 的 参数 方程 为 

T= atos i, 

y=bsnt, (0&i< 2r) 

z=6, 
Bos RRE s=. E, BUT DUET =e 上 的 -~ 条 平面 曲 
线 由 z=wcost y-—bsint(0«i«2n), Bip dE zoo 
上 ,其 中 心 在 (0, 0, 处 ,对称 轴 分 别 平行 于 zx Rh y 轴 ， 半 加 长 
HE 87S a Pb REEL, 特别 当 c=0 HI, IEEE XE Oy 坐标 面 
上 . 

例 2 如 加 质点 一 方面 按 道 时 计 方 向 以 等 角速度 w 绕 z 轴 族 
P 5—7; 8 X1 e 轴 正 同 以 
等 速度 c 上升， 已 知 当 上 =0 
时 , 质点 的 位 置 处 在 点 (4, 0, 
0) (2>0) 处 ， 试 求 质 点 在 [0， 
2z] 时 间 闻 隔 内 前 运动 轨迹 . 

E BERZA t, A RDE 
Ec PR, 把 向 量 OP, 按 
三 个 你 标 向 量 的 方向 分 解 ( 匈 
图 1.34), 有 

OP,- OM --ON -- QP,. 
Vds ig 8 Xu Ht d 55 OQ no Sc e. 
ESL 3g Pf Hos E873 16] UL AE fü EHE co £6 z fepe, £— O0 时 质点 处 
在 Pokc, 0. 0) 处 ， 所 以 


0= ot, 
ÖM =g cos 84 — a coa woti, 
ON —asinj =a sin wt. 
又 因 质 点 以 等 速度 e 上 上升 ,所 以 
QP = ctk, 
EIE ARES PERD H FA CLE 
pf —OP,—36c08cili -«sincoij tok (O0<i<T), 
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它 是 一 段 螺 旋 线 ， 
下 面 讨论 加 量 函数 的 导数 ， 设 f+=7( 四 为 描述 质点 运动 位 置 
的 出 量 函 数 ， 现 考察 质点 在 时 刻 上 的 运 
动 速度 .、 设 质点 在 时刻 处 在 点 的 
位 置 ,在 时 刻 A dt 处 在 点 包 的 位 置 ( 见 
图 1.85), Im 
OP-r(0, OQ=r (t+ 40. 


现 令 向 量 
Ar — PQ —r (t+ A0 r(t). 
那 末 , 向 量 
Ar TtA TH) B) 1.35 
At dt 


表示 质点 在 [t, t+ 4 这 段 时 间 内 的 平均 速度 ,质点 在 #4 时 刻 的 
瞬时 速度 向 量 e (2) 即 为 
LM 


v) =li = lim. 
RTI m 


r (14 At) m) 
| —. 4 i 
车 把 如 从 记 为 0D. woy dt ->o nt, S Ar = PO Dy h hi MR 


与 曲线 在 点 了 处 的 切线 的 方向 向 量 PT" 的 方向 一 致 , 所 以 质点 在 
点 卫 处 的 速度 向 量 如 (的 方向 即 为 曲线 一 7 协 在 点 了 处 切线 
的 一 个 方向 向 量 . 

一 般 地 , 给 定向 量 函 数 了 一 7 (2) ,如果 极 限 


dr 


aus T GÓ AD — r(t) 
um di n Ai 
存在 , MEARKE m =r (Dc? 处 是 可 时 的 , 并 把 这 个 极限 记 为 
, dr (i) 
T OR ^ di E, By 
TEE ADOBE Tt It) ra /了 
Do r 4i , V 


fimum Tr =r(OIE t ARF A, Vip 
r(2)-—z()i-c-y(D34z(0k, 
其 中 or). v0 OO XEAEOXUE t Bn, PU 
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ar . m T 40 —r(t) 
a E At 
SERLO TD —c(1))i-- (y(t4- At) 一 ga 
+ (GT At) —2)) k1/ dij 


-]lim- f = ) si H lim Z+ 4D — (D TUH g 
At20 420 Ai 
umm -20) k 
Ata 
-ti ij. E 了 k. QD 


aa una ID son, catu Soror (D 在 点 GI. 
y, — LA: EA) 


di rA) (4) + e). (1.72) 


rth 2 h i Bt E He r= r(t) 
Za. 

r(5)—-z(D)ity(03oz(Dk. 
M 2t di 2 F3 T i= to B, 
Bn ; 


OM- Fto) rto ity] 


+: (to) k, 
jgp5 qupd Arr OE = to AE 
1.36 可 微 , 则 导数 


(to — a (fd - y (t) eg Go) k 
便 是 曲线 在 点 Mo BR H EB 7r IPFO SE R 1:90). 3EZK Hh 
£k Mo 处 的 切线 方程 可 按 式 民 . 鸡 ) 写成 
AD S 
我 们 称 通过 点 Mo, DEE T 09) OS TE MISSE TRE oc D BE m — n (2) 
在 点 We 处 的 法 平面 。 易 知 , 此 法 平面 方程 为 


gR jp pg 6 eg rti 


87 


L (ta) (x - (19) y Cl? Cy (09) ) +2 Cto) (2 — 2 (19) ) =0, 


(1.74) 


DI3 ARMA r—acosii -asintj tk TE 一 到 时 所 对 应 


的 点 则 ,处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 . 
解 ” 按 式 (1.71), 有 


rT'(1) = -asintí--acostj -- k, 


故 r(5)- -ai4k, 
又 r(2)-«i 3 &. 
按 式 位 .73) 便 可 得 点 Mo 处 的 切线 方程 为 
y-a-0, 
7E 
E E 


—ü i 
fot 0.74) fi a fg Mo 处 的 法 平面 方程 为 


—as+z -Z =0, 


2 


下 面 进一步 讨论 向 量 消 数 的 求 导 法 则 . AGE E. a b A 
t 的 函数 , 它们 在 上 处 都 可 导 ， 函 数 .也 在 二 处 也 是 本 导 的 ;和 为 


一 常数 ， 那 木 和 通过 运算 容易 得 到 下 列 求 导 法 则 ; 


3 arb) 32 05, 
E (Aa) -5 
人 (faa) =f) de c AED n 
L (a-b) =a. dab, 
d; (axb) = a x tpb. 


例如 ,我 们 来 推导 公式 全.78)， 因 为 


-rr 


(1.75) 
(1.78) 
G.T 
(1.78) 


(1.79) 


38 E-i& aE Brsnn esL 


a (ic 42-:b(i-- AD —a(0 bí) 
At 


Lr AD gea) - b) v (aee A0 -a0))-b() 
At 


-açi Ap DOTA ett et fa ORTO 


因而 当 460 时 就 可 得 到 公式 寺 .78) 
2'. 曲线 的 曲率 和 挠 率 
先 简 单 介 绍 空 间 曲 线 的 绝 长 计算 公式 .在 平 区 直角 坐标 系 
中 , 如 果 一 条 平面 曲线 由 下 列 参数 方程 给 出 : 
e 
-y-7y(0, 
其 中 xz 人 站、y 的 都 是 可 导 的 ， 我 们 已 知道 ， 此 平面 曲线 上 从 点 
Mo(z io) ,y Co) x M (x (D, y COD)SXBELIS s 可 用 下 列 公 式 计 


s. | 
-[AG) CE) a. 


同样 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 当 一 条 空间 曲线 由 参数 方程 (1.67) 
或 用 相应 的 向 报表 数 导 .68) 给 出 ， 其 中 2 休 、y 区 、z 且 都 是 可 导 
的 ， 则 了 此 曲线 上 有 从 点 Mor Go), yo), 2069) S) M (CO, 
yD, REME s 可 用 下 列 公式 计算 : 


[EMG (ya. — aso 
因此 ， 
人 
do 8) UR) fg) - (1.81) 
dn 5 Eig Dg ZR I SEGA XE r—Tr (0) SX r a0, m 
450, H 
dé 1 
ds ds 
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pA 
dr dr dt  — Ditty Djeek — 
ds di ds VE DT LY (1r iz (On 
BE RUE SB s n G) 方向 一 致 的 一 个 单位 向 量 ， 
1° 弗 朗 内 标 架 对 于 光滑 前 平面 曲线 , 我 们 在 其 上 每 点 处 都 
可 确定 切 向 和 法 向 珊 个 相 瑟 垂直 的 方向 ， 对 于 光滑 的 空间 曲线 ， 
我 们 也 要 在 其 上 每 点 处 确定 三 个 相 开 科 直 的 方向 ， 如 果 曲 线 工 
Ej FX ELLE LEE s 为 参数 的 向 量 前 数 给 凡 ; 
r-T(s)-zis)i-yi)Ja k, (1.88) 
JE 0.82) Zn, roo 是 曲线 天 上 上 点 M Go (参数 值 s* 所 相应 的 
点 ) 处 的 单位 切 疝 量 ， 记 为 To. CERERE MERET H 
mj. 
第 二 个 方向 我 们 取 与 T" (9) 同 向 的 单位 向 量 , wA ND. F 
是 


(1.82) 


T'(s) -| T's) | N(3. (1.84) 
注意 到 TG) 是 一 个 单位 向 量 ， 对 杆 等 式 Te). T) -i1BgpifnX 
于 8 求 导 , 便 得 到 

T'($- Tiò =0. 

所 以 POLT), AO PREF Tomé s. 

第 一 个 方向 应 是 一 个 与 了 (9 、wW) 都 垂直 前 单位 向 量 , 记 为 
Bí). W 

Bi = Tl) xN). (1.85 

这 样 ,在 曲线 上 对 应 于 绝 长 参数 值 为 $ 的 点 M) E. X TI 
METERLE AAM TO, Me), B). (Tio, 
N (s) , BOARA i£ m — m (5) 3€ ji M (S) ERI 9 P1 A Frenet) 标 
xk, TORTEK MORE E, NOH 8 GHRUCBOS DP 
在 点 于 (8) 处 的 主 法 向 量 和 从 法 向 量 ， 由 向 量 T's). No) 所 确定 
HEH r EARR IEA M (S) REPE o s CLER 1.97). 

下 面 我 们 通过 弗 朗 内 标 架 描述 昌 线 的 一 些 特性 . 

2? wu Ag dh RS BRA MOTH D D x AB PEE BRE 


La d 


40 S-E HENSII 


E] 1.37 图 1.38 


内 标 架 也 作 刚 体 运 动 。 我 们 首先 考察 切 向 量 TO XC shh iet 
率 . 

类 似 于 平面 情况 , 25 50M (O ir HR T — n (5 193] 5M (s A8) 
Bj, din 40 为 切 向 量 Tl) 与 了 (s+ 省) 的 夹 角 ( 见 图 .88)， 则 
HE TOEA 如 (89) 处 的 旋转 率 为 ， 


k(s) lim. A. (1.86) 


我 们 称 LOAR n — mn 0) TE EOM (S) IER d R05 ES) 天 0 时 ， 
其 倒数 

p(9) = TS (1.87) 

称 为 曲线 f= 了 (8) 在 点 四 (8 处 的 曲率 半径 ， 下 面 给 出 曲率 的 计 
HAA. 

定理 1.5 车 曲线 并 的 方程 由 以 弧 长 s 2 h EGG 

一 了 (8) 给 出 , 则 其 曲率 
k(s) = |r" 6) |; (1.88) 
若 申 线 卫 的 方程 由 具有 一 般 和 参数 £O e cR Cm — mr (D f, ll 


其 曲率 . 
k) I rel. (1.89) 
证 明 ” 先 证 式 (1.88)， 因 T) - 7" (5, X ri B 1.98 32g 


$3 peg Ege ime 41 


nu 
T E ims AT lim; Guy 
Bs va um 
—]i 4: b 
ST i iud 


Br ELS CE. 88) p vr, 
现 证 式 代 .89). EAIA 1.94). (1. 85 A (1.88) ,不 难得 到 
r'()xr'(s)-T)xk(9N()-k(s B(s. 
B (s) 是 -一个 单位 问 景 ,所 以 


k(S) — rio xr"(s)|. © (4.91) 
XAR L.82) ,有 | 
T'ís rn 
Ir i) 
t di 
A uds 
E: e y de 
di su ) dt 


"Es eon ii + rT di oh Tr 
Xe Esp r'G mr GAS ASO.90, 8x8] r E xr (从 一 
0, 伍 得 式 (I.89). I 
3? HAARR WARIAT HRT iga g Tek 
FKA, MEADE cgcdp SRBUSEVITOHDXCTGHUX s 的 
旋转 率 ， 这 等 价 于 考察 从 法 向 量 Bs) 关于 弧 长 s 的 旋转 率 . 
先 考察 B'(s) 的 方向 ， 由 丁 BOAT 于 (8) 的 单位 向 量 ， 


因此 
B's).B(s)=1, B©- TO) =0. 


分 别 对 上 面 两 个 等 式 的 两 侧 关于 s 求 导 , 并 注意 到 式 信 .8 和 ) ,不 难 
得 到 下 列 结 果 : 
B'(s) -Bls)=0, B's Tis) =0. 
它 说 明 BG) | BO 且 B'G) |T(s)， 所 以 B'(9) 一 定 平行 于 主 
iiem NO. fe B' ist p. 
B's)- «(o Nes). (1.92) 
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我 们 称 v (D 为 曲线 人 ?= (8) 在 点 性 (s) 处 的 找平 .》” 
由 以 上 定义 易 知 


|«(9 |=|1B'(s)|. (1.98) 
类 似 于 式 (1.90) ,容易 说 明 
Iz@ [21m Æ}, (1.94) 


其 中 4p 为 从 法 向 量 BOS Bsc-4smj3efg. FESSES ET 
计算 公式 ， 
定理 1.6 若 曲 线 忆 的 方程 由 以 弧 长 8 为 参数 的 向 量 函 数 
r=r (550,0) pis 
t(s) LO ma (1.95) 


PART ETEHRS CRESCE PRSE ES m — m (0 48 18, 0I 
hg 


r (D XT rE 


证 盟 ” 人 先 证 式 (1 .95). 因为 


T(s =% (8), 
N (s) = Tr (s) 一 Ir e Ir LOF 
i Bs) = T(s x N()- TDI 


Tu xr). 


两 边 求 导 , 进一步 可 得 
B' (s) = [k(s) o in xr" (5 TT) iu (83) 
k'() CF’ (8) x T'(21]/ (Eig)? 
.TO)xr's EG Gt) xe") 
k (8) (EC)? 
注意 到 B'G)-—-—vGN(GUB N(G-N()-1,M 
t(3) = — B’ (8) N (8) 
5 ( r'(s) xr'"(s E(s)0r() 322). T" (s) 
E(s) V IOS k(s) 


$3 jf es s ir ER gli 48 
2 GG xr Gor") (r'() xe" Gor" () 
(hs ” Jr" s]? . 
MEWA.) 在 定型 1.5 的 证 明 中 ， 我 们 已 得 到 下 列 
结果 : 


| 
Ts Tr 5T rt), 
"TP ER ael, " 1 n 
T” is) = altr (t) 4 CAOR st (D, 
RE! dj 1 
adi es Jr (2i di Gro ) 
Hum rU / ds, 1 — de (5 


dt di [r] di ' 
TAT (s) N.H FIER: 


1 


r" (9) -&G)r WD y Or" D rotg n" OD. 
于 是 便 得 
(n (9) xe") «r" = Ti e O xr (0) "CD. 


X. Bi3& (1.88) $001.89) ,可 得 
2 [r (£) x e" (0? 
uU 
最 后 将 所 得 关于 (和 (5) xr Or comm" G) i? Bg RASA GS 
(1.95),48485& (1.96), — ] 
514 试 求 曲线 六 一 六 (8) 一 acos > i +asin 0) H 


X OEGOUHIDESE v(s). 
E ”因为 


LOT 


HARG. SSE: à 
EO | O= 


KA TO -rG,NGJ 5 r” (9) 同 向 的 单位 向 量 , 故 


T’ = z = — gj S E 8 LP 
(s) =r" (s) sin = i4 cos- 


u di PEREIRA REH JLA 


= cog > f- sin $ f 
N (s) COS " t — sin — f, 
B (s = Ts) xN (s) 


=( —sin Ž -cos 53) x ( — cos sin ig) 
a a & [^2 


于 是 有 B' (s) 一 0. 
Xlr) |= |B (s)|, Prof 
z (s) 一 0. 

Bib 设 运动 质点 在 时 刻 t DE DOR PHI n mn (48 65. 
试 求 质点 在 时 刻 t 的 运动 速度 口 (由 和 加 速度 a), 

解 ” 设 当 t=0 时 (初始 时 启 ), 质 点 在 Mo Abs 在 时 刻 上 时 , 质 
点 在 点 M 处. s 为 曲线 ?=f( 引 上 从 点 Mo 到 对 这 一 段 曲线 的 
stie. 若 以 多 和 六 分 别 表 示 上 曲线 在 点 M 处 的 单位 切 向 量 Tis) 
MEAE NG). FE 


注意 到 T'G) - | T) |N(s) 和 曲率 半生 omui EA 


a() e 26. d (dig). Ps p, (de y dT 


di didi df di/ ds 
-Fs p dl ds 
di? Pi a) N. 


因此 加 速度 e) 必 在 点 M WAA, CURTHA 
Ls tannas HEY. 
di?" ps dt 
86,6 LkdHr-r(D-ucosil-asintj t tk(a: 0) f] ii 
A ORG) T). | 
HK ”容易 算得 上 列 结果 ; 
r'(1)— —asin i£--acostj +k, 
r” (t) — - acostí ~ asin tj, 
r" (2) -asin ti - acostf, 


$35 [EG dae iU 45 
r'(Oxr'()-—asiuif—aecostj- ak, 
ar) xr" (0)-T'" (£2) a, 
Jt ELE CL. 895 f (01.96) fi 8f 2 3445-3] 


nS E 
和 v(t) TAL 
8， 一些 特殊 曲面 


点 的 运动 轨迹 为 曲线 ， 而 曲线 的 运动 轨迹 就 是 曲面 . 这 一 小 
节 我 们 闭 重 介绍 一 些 特殊 的 曲 沁 及 其 方程 . 

|I 柱 面 直线 荆 沿 着 一 条 给 定 曲 线 荆 运动 , 且 在 运动 过 程 
中 始终 与 一 个 给 定 的 非 零 向 量 S 保持 平行 ， 这 样 形成 的 曲面 称 为 
En (Up 1.395, 运动 的 直线 博 称 为 此 柱 面 的 母线 ,曲线 了 称 为 
此 柱 面 的 准 线 . 


现 考察 母线 半 行 于 坐标 轴 的 人 性 面 . 设 柱 岂 的 母线 三平 行 于 
坐标 向 量 无. 如 果 这 时 点 (mo. yo, OÆ R E, 那 末 过 点 (ze, Vo, 
0) 平 行 于 向 量 天 的 直线 一 定 也 在 此 柱 面 上 上， 因而 对 了 于 任意 实数 
z, 点 ro, jo, 中 一 定 也 在 此 柱 面 上 ( 抑 图 二 .40)， MURERE 
种 柱 面 与 zOy 坐标 商 的 相交 部 分 (一 条 平面 曲线 )， 中 可 确定 这 
种 曲面 .因此 这 种 柱 面 的 方程 必 共 有 je, 2 一 0 的 形式 类似 
i EFT o y 轴 的 柱 画 方程 的 形式 分 别 为 f(y, 2 一 0 或 


re Ai So ental 5m id cue Fols EET err UE 
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fíiz,2-0 
例 9 在 平面 直角 坐标 系 {0; i JHH, OUR Ae+By+0-0 
和 Zr S i PIRR Oy Ak ENTRE AL (te 


25 [RJ Ei fa 6E 5101 4, J, kit, ix PUT rf y ERIKA 
ARHAR, BREROGPÓHuCT e BOE EPOR 3.4120) RDOCHS ET 
(I 1.41(5)), 


1.41 


例 8 在 直角 坐标 系 {0; LL j, Kop JS = Meo 


a4 分 别 表示 母线 平行 于 对 的 椭圆 柱 面 ( 图 1.42()888 线 平 行 
T JJ Bv OH1.420)5). 

2* 旋转 曲 面 平面 上 一 条 曲线 二 绕 这 个 平面 上 的 一 条 给 定 
直线 工 旋 转 而 形成 的 则 闸 称 为 族 转 曲面 (参看 图 1.43), 称 曲线 荆 
为 此 旋转 曲面 的 母线 ,直线 工 为 此 旋转 曲 徊 的 轴 .。 特别 地 ， 当 旋 
转 曲 面 的 轴 就 是 < 轴 ， 和 母线 为 yOz 坐标 面 上 的 曲线 二 时 , 对 于 六 
上 任 一 点 MO, Yo, 29) , SEA > 轴 旋 转 到 点 M (a, y, c) 处， 从 
E 1.44, E ANLE 


is 
"y go. 

ERR DOE GEDRAIO J, K PENEK y- 0), Ws] 
xut Me S6 M MO JR aL CE RES 


$3 lE HA Ha ü 


o 


N 


Mix $& zo 


图 1.48 图 1.44 


cL goa =f). (1.97) 
PREFER 天 由 方程 E o 0E Ee Bh i 7; FE a EI 
成 
F(t m+ , 2) 0. (1.98) 
LIE RAPI TUE PRESE E ES E 
l 2 
例 9 在 yOx bi EI EX y= 32, XX TES 一 $y —1, fff 


2 


"E E. ETE OE - 
国生 十 一 1 fc PEPEE AHE NS £^ gh i 39 25 E e dr CER 


i lr ge G aE E E T users T SR 
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图 1.45 
1.45(a)) 
z?4 gy? = 92, (1.995 
ac HE taa da CE] 1.45 (55) 
ga á 二 (1.100) 
zc fe Mm xk di CHI 1.45 (0)) 
XV T4 el (1.101) 
例 芭 在 坐标 系 {O; 7 了 ki RE 
2 ag tz?) (1.102) 
和 和 1 (1.103) 


A X3 zi EA v 58 D d REL E Pedo a CL ERE 1.46 (00 A EIL y Sil 
X M $e Bg a Pe xx tp d d CLR] 1.46(0)). 
3” 椭 球面 — Ot ph TEE (C EE fii A6 b RIO 4, J, 下 中 的 方程 已 
Aq, 想 要 对 整个 曲面 的 形状 有 所 了 和 解 ， 我 们 可 用 截 口 曲线 的 方法 ， 
即 用 一 族 或 儿 族 平行 的 平面 去 截 这 个 曲面 .这些 半 面 与 曲面 之 交 
如 果 非 空 , 则 都 是 平面 曲线 , 称 为 截 口 曲线 ， 我 们 通过 对 这 些 截 口 
曲线 形状 的 分 析 就 能 对 曲面 的 形状 有 所 了 解 . 例如 ， 给 定 杭 球 
面 方程 
| EL ES 1 (q0,570,00), (1.104) 


——— MÀ M—À——— P E a ]— — 


$3 WEAR rima 4$ 


(a) (b) 

1.46 
3e 4176 H^F- £3 FEER A wOy Bol dd 2—29 ARE, aR HR ES 
Jj fà (z— zs PE TRE ESI" TRI HE 2 73782 
ft i eic. (1.105) 
易 知 , 当 s=0 时 , 它 即 为 坐标 面 Oy 上 的 截 口 曲线 ， 此 曲线 是 一 
dec EPI EE Him. 当 |zo| «e 截 口 曲线 也 都 是 类 
A, 不 过 半 轴 分 别 为 aji- E FI AINE] A Tf [zo] 越 大 半 
轴 就 越 小 ， cca 
WERA dE ux. 5 lel >e j 
时 ， 平 面 z=zo 与 曲面 就 没有 


交 线 了 . EF | 
同样 , 以 平面 y=go(2= p-— 
Odd, Taname NS i 


A H lyo; <b (jeo 0 3, 

ROH ZR A FR RS 当 |yo. =b A 
《|zol =A E, Br RAA 图 1.47 

点 ; 2419o; 27 5(|mo| 7 2) BJ, 3E TRE 5 pp Aa., 这 样 ， 我 们 对 


5o SE ARAZ E TL fer 


这 个 曲面 的 形状 就 有 了 大 致 的 了 解 (参看 图 卫 .47). 
E EIER ER TL i CL. 104) 和 旋转 椭 球 面 方程 人 1.101)， 便 知 后 


2 一 5. 类 似 地 可 有 更 为 一 般 的 曲面: 6 do dr 


2 "n 
p b (42-0, bz-0), (1.106) 
PE PUE. jett (a>0, br-0); (1.107) 


Tü xj Xe e 8 rb XC Er [8] 77 BR CL. 1100) 和 旋转 双 呈 双 曲 面 方程 
(1.108) , E AUT 


a 2 y2 
A -A- Xp (1.109) 


48 s HE ACIE — REB 7388. CNK S EAE HL TR A3 EPA ep x h 
Hata hn., HPA z—co 去 截 这 些 曲 面 , 如果 交 线 存 在 ， 则 
截 口 曲线 为 椭 因 .在 这 些 方 程 中 ， 如 果 a=b, 则 相应 的 椭圆 就 是 
贺 了 ,相应 的 曲面 就 是 以 : 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 . 

DE CILINEXU LX UEM MEME up 


2 
c LH, (az-0, bz-0). (1.110) 


HAF 2 — zo ROCA Hir ESTE, TRIS ERI HER ， 


3 — 


| = 
当 29770 B], E WFE 2— to ma 条 双 曲 线 , 实 轴 平 行 于 % 轴 ; 当 
各 0 时, 它 也 是 平面 :一 20 上 的 一 条 双 曲 线 ， 但 实 轴 平 行 于 9 B 


当 zo=0 时 ， 它 为 平面 +-0 上 的 两 条 相交 站 线 y= 之 x 和 y= 
E 


当 用 平面 < 一 zo 去 截 这 个 晶 面 时 ,所 得 的 截 口 曲线 为 


SU ggEQ'idite i d B1 


t= To, 
24 
di dm 


ORB c-r. EB]— 48389922, JE MIL T C33 K Ri). 

3 RETE] y= yo EE 
这 个 曲面 时 ， 所 得 的 截 口 
曲线 为 


它 为 平面 y yo 上 的 一 条 
WAR, JEG EiS k 
E). 

通过 对 这 些 截 [1 基线 1.48 
的 分 析 , 可 以 知道 这 个 曲面 的 形状 象 一 个 马鞍 ， 所 以 称 为 忽 著 面 ， 
YER deg du (pep 1.4), 

和 曲面 的 一 般 方程 

M A N R* 的 一 个 子 集 ( 一 般 为 一 个 平面 区 域 ) 到 a? 
的 一 个 映射 


， Gu 0) Gr(u, 9), yu, 9), z(u, v) (1.111) 
Ham, Hp onis, bylu, D su， 人 分别 表示 .32 为 变量 忒 
和 vo 的 函数 . 央 市 -- 般 邮 面 方程 叶 写 成 舍 有 两 个 参数 的 参数 方 
R. 


y=y (u, v), (1.112) 


z-2(u, v), 


| g=x (u, v), 


ER T p. 5s] Ft PA B (I TE R: 
FT, O =ru, v)di-y(u, v)J 1 z(u, v) k. (1.118) 
Mus vuo Jg — TE BOR, S3RUPRRO.IIID 中 只 含有 一 个 参 
Xv. 它 表 示 -… 条 空间 上 曲线 ， 显 仆 兹 曲线 是 在 曲面 上 的 . 对 于 不 
间 的 to 值 将 得 色 曲 而 上 一 族 曲 线 , 称 它 们 为 2 曲线、 同样 , 当 ?一 


b2 B AAE AILA 


oofoo 为 - -常数 ;时 ， 参 数 方 种 11.11 全 中 只 含有 参数 业 CERF 
曲面 上 的 -- 条 曲线 ， 对 于 不 同 的 ww 

值 将 得 到 曲面 上 药 另 一 族 曲线 ， 称 

它们 为 曲线，% 曲 线 和 w 曲线 

都 称 为 参数 方程 1.112) 所 给 定 

MRO 的 坐标 曲线 ， 这 个 桓 面 就 可 看 成 是 


PP 由 这 两 族 坐 标 di E RT T uL f] 
(EE 1.40). 
图 1.49 例如 , 球 心 在 举 标 原点 , 半 答 为 
plp 为 常数 ) 的 球面 可 看 成 是 由 坐标 坷 sOr 上 的 一 个 半径 为 p 的 
+E | 
2 = p Sm p 


£8 z 轴 旋 转 而 成 的 .因而 球 
面 方程 可 写成 
g= pn o cos, 
[17 bin sin 8, 
g—pC08 p, 

(Üscpsco, Os sc) 
Hopp 0 y UER 
TIAE GEIL A EE E M BR XE 
面 ， 从 南极 到 北极 的 轴线 看 
作 z 轴 ， 则 g 曲线 相当 于 地 
球 的 经 线 , 8 曲线 相当 十 地 
球 的 纬 线 ， 把 上 述 球 面 方程 
写成 向 量 上 因数 形式 , 便 为 

T—T(p, 9) = p gin pcos 6i + pai o sin 6j -- pcosqk, 
Kup O«p«s, 0« «2a. 


$4. 坐标 变换 
MEI II 


P 


$4 dx dh ss 


1" X4 设 空间 有 两 个 直角 誉 标 系 {O; i, j, ki HiOs d, J, 
ki. "EB In ved I, 
但 原点 不 同 : 见 图 1.51)， 设 向 
量 
OO; — ad 4-b$ +ok. 
Fit M 为 空间 任 一 点 , 它 在 坐标 
5&10; i, J, k yH REIRA n, y, 
2),T ERRO i, J, king 
HIRA (i Yi; ui. 因为 
OM 2 O04 OW, 图 1.51 
i zi—wj4Azk-(ai-bbj- ck) (xd 53 ek) 
= (a2 rit by fa (ez), 
Hi inf 18 S Abr, y, 22 53 Ga, yo c0 ZE ERAU T: 


tud xm, 
[chen (1.114) 
&% 一 好 十 21， 
称 此 式 为 平移 公式 . 
2° 旋转 设 空间 有 两 个 直角 坐标 系 {0; Í, J, kO; ds Js, 
k OR 1.52000. 它们 的 学 标 原 点 相同 ,但 光标 问 景 不 同 ， 设 
f) Et d. Ss Rt iJ Kk B5 Je f A UO oa. Bi Ys CLER 1.52(6).. Hj 
EJAJ, KI efe A EA os Bays ME ki I, K i gef 
49139 as Bs, ya. ARI E GS JL Ks: 都 是 单位 向 量 ， 所 以 它们 在 
坐标 系 10: i, J, 可 中 的 坐标 即 为 它们 的 方向 余弦 . 于 是 有 


E 1.52 
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i ~ cos ot -| cos £4 f cos y, K, 
| J: = c08 asl + cos BoJ -- cos yok, (1.115) 
Kk, —c08a4l 4-008 Bef + cos ys. 
HFE, pp t dL3 Ke de p ELO: ia Ja. 和} 中 可 表示 为 
{= cos ady 十 cos o J4 -- cosas K;, 
ge cos Guia cos Bs J4 十 cos Bak, (1.116) 
Kk = cos yiii cos ys Ji + eos yaka. 
dk M HexqEME— S, ETERRA i, j, Ky M bou Cs, 
y, 9, UCTERNGRIO; in Ja, Kui e a, yu, SO. BIST 
. 4.115,78 
OM =ri+yj +k ds - yi di ales 
=g (cos af + cos Ba J — cosy, K) 
4- gi (cos aod + cos B» j + cos yak) 
+z (cos ast -Heos Ba 4 4: cos yak), 
E af 1E ES (m, y, 25 ns gus m0 ZR EORR: 
T= 24008 64 -H 4008 Ao 24008 0, 
| Y = T1008 B1 + YC08 Bat 1c08 Ds, (1.117) 
£ — C09 Y4 H 4C08 Yo T 24008 Ya. 
同样 ,由 式 对 .1416) 还 可 得 
£4 = g COS 04 HY COS 34 d- 2 COS "ys, 
] q177 & COS sy COS 局 3 二 gc08 "ys, (1.118) 
Z = £ COS a3 -l- y C08 B3 T 3 COS Ys. 
3X GL. 11D RU (L. 118) 889 7 à 48 2» X. 
8^ —dAp e d A VETRTBURH PST ECTS A (0,4, j, Kot 
[Oi d, Jo kẹ, M 为 空间 任 一 点 , 它 在 坐标 系 {0; 4, J, km 
10s ü, Ja, KO PEERS SUA G, y, Hn, yu 20, A Oi dE 
B3 2& (0; d, Jj, kin 8 Abs pA ELA I] i zn d E EE SLE d 
的 假设 相同 ， 现 要 求 (z,， 纪 2 5b Gm vw 2 之 间 的 关系 式 . 
我 们 再 考 虚 一 个 直角 举 标 系 人 Ow E, J, KT, UR M 在 此 坐标 
fp gU du (n, V, 20. BRAD, A 


[| 
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2 一 总 十 (1.119) 
二 6 十 2 
FRR ID, WERA, y.2)5(m, ys 314) 的 关系 式 如 下 ， 


| WT COS 054 — 2/1 COS a+ 2; COR Ag, 


| 


Y = 24 008 B1 + Y1 CO8 Bs 4-24 COS Ba, (1.120) 
£'— 0, C08 Gin COS Yat- 23 COS Ya. 
TS EAXIAGQO.119, EE, y, 2453, y 80 E 
zh. 
T= X4 COS 04 d- 44 COS Aa -H 4 008 06, 
| y= b + a4 cos Bi y4 cos Ba l- 23 608 fl, CE ES 
g= C + $4 008 Yi F 94 COS Yat 24 COS "ys, 
我 们 称 此 式 为 一 般 坐 标 变换 公式 . 
例 工 已 知 两 个 直角 坐标 系 {CO; J, 大和 {O5 is Ju Az 


闻 的 关系 如 下 ; = 
QD, —1 LI k, 


apa Ani tk {O d, 了， 中 的 方程 为 
Sz! — y* - z"-- OÓyz —6z-6y - 22 20, (1.122) 
试 求 此 曲 曾 在 坐标 系 {0s da, Jo Kk pity ma. 
解 ” 由 式 (L.121), 有 
r=] +t, 


: J 
Eo 


"EO EE: DCN 
z= kr e qut < 
翁 它 代入 方程 址 .122) ,整理 后 可 得 
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Sa$-- 2yt —4Azi - 4 — 0, 
把 它 和 式 (1.108) 比较 , 便 知 此 曲面 是 一 个 单 叶 双 曲面 . 

2' 欧 拉 角 

我 们 将 通过 下 面 的 例题 导出 欧 拉 (Buler) 角 的 概念 ， 

例 2 设 有 一 半径 为 1 的 球体 以 球 心 为 坐标 原点 取 -- 个 直 
OB 一 7，O00 一、 现 将 球体 连续 进行 三 次 旋转 , 第 一 次 球体 绕 OC 
轴 旋 转 一 个 由 角 (4.B.O 为 球面 上 的 点 ， 它 们 将 随 球体 一 起 旋 
FO 第 二 次 球体 绕 OA 轴 旋 转 一 个 9 角 ; 第 三 次 球体 绕 OO 轴 施 
转 一 个 g 角 ， 试 求 经 过 这 三 次 旋转 后 向 量 O4, OB, OC 的 坐标 表 

解 ” 先 考虑 经 过 第 一 次 旋转 后 
向 量 OA OB OO 在 {0; d, j, k} 
的 坐标 表示 ， 车 以 da, Jo, kas Sl 
ERROA OB .0OC， 显 然 {O 
i ，js，ks} 也 是 一 个 直角 坐标 系 . 
易 知 这 时 O44 与 坐标 向 量 人 了 天 的 
夹 角 分 别 为 d.a ho OB 与 向 

"ENT [TNI TES E p +y p 
A OC —k(Wg 1.53). RADER 


[A air cm 


Ji —sinié --comjj, (1.128) 
k,- k. 
再 考虑 经 过 第 二 次 旋转 后 向 量 04、 OB, OO 在 直角 坐标 系 
10; 和 Jo ko} rb HAS. DL d, Ja, Ks 分 别 表示 这 时 的 D4、 
OB. OO, 显然 {0; ds, Ja, 8s} 也 是 一 个 直角 坐标 系 。 于 是 类 似 可 得 


i= is, 
[feminini (1.124) 
k= — gin Fs 十 cos fka. 


t MÀ À— —— À—Ó a A e 


ZW p 


mr dd 
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最 后 考虑 经 过 第 一 次 旋转 后 OÀ, OB OO 在 {0; d, jo kim 
Wb be, AD da, Jo ki D ERG RE OA OB OC, S 4A 10; 
i, 4. gd HR BASE. 于 是 类 似 可 得 

i = cos pi 4 sin pfs, 
Ji — sin ph -eng pj, 1.125) 
k: =k. 


先 将 式 代 128 代入 式 亿 .524)， 再 将 所 得 的 结果 代入 式 导 .12 . 
RIER FAA A: 
i = (cos h cosp — sim ib cos 8 ain PE (sin beoag 
4 eos reos € sein p) J-- sinf sin gk. 
Ji (eos disin p i sinipeos6 cosg)é i ( sin pesing 
- eos ilr cos & coso J -- sin Ü cos pk, 


Kk, — sin rein 6d — cosy sin 6j -- cos Gk, 
(1.126) 


它们 就 是 我 们 所 要 求 的 04、.08、 OC HERRER. 

设 {0; ,了 KE 和 40; d, Ju, ki HE BOR BIA BC E BERT 
PARERE. ERREKARA T h J- KB UT B3 sis SR I 
JLA S38, cos o, c08 Bi COS 771, COR 0a, COS B», COS Ya, COS 0, COS D. 
cosys。 在 此 九 个 参数 中 实际 上 只 有 二 个 参数 是 独立 的 ， 因 为 由 

idi l, Jedi, kr ks = 
E n k,- 0. k. ef, =0, 
Ena e TR 3 AUT 

FE, 

MARE 我 们 看 到 对 于 这 两 个 直 
fü bk E. 我们 还 可 以 选取 由 0. p 
^M mE i X iud f^i 
取 五 个 点 A, 万 Moi ^ AA, 

s ON =i, oG- -k, OC — Ki, B) 1.54 
OD 33 8h Scil züy < 0 的 人 交 线 上 的 一 个 单位 向 景 (如 果 两 AES 
标 而 重合 , 则 j OD 应 是 «Oy 坐标 面 上 的 单位 向 量 ;， 由 表示 以 OC 
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7988465 04 旋转 到 OD 的 角度 ;9 吕 示 以 0D 为 轴 把 00 旋 转 到 
OC 的 角度 ; o 表示 以 OC" 为 轴 把 OD 旋转 到 OA" 的 角度 道 时 
针 旋 转角 度 为 正 . NUS FERE REFS RED A CAR R 1.54). MAE rj 
易 知 经 过 相应 的 三 次 旋转 就 从 {0; i, J, kRO; d, Ja, ki). 比 
SER Q1. 115) $a (1.126) , gi ap np F9 2i 3. 
f eos a; — cos ireos qi — sin dreos B sim p, 
| cos Bi1= sin ureos 9 4- cos ijr cos P ain p, 
cos - — sin Ü sin p, 
Cos æa== — Cos sin p — sin jj cos cos p, 
J cos B. — - sinipsing-- cosd cos cos, 
C08 Ya — gin Ó cos p, (1.121) 
COS ox — gin ij sin O, 
| cos B. — -- cos sin 9, 
Loue 
因此 只 要 知道 坐标 系 {0; i J, KER(OO GS, 4, KR f 
.8.9 这 三 个 角 就 可 以 进行 旋转 变换 .由 .2 这 三 个 角 就 称 为 欧 
拉 前 .由 式 居 .114) 知 道 坐 标 系 的 平移 变换 依赖 于 三 个 参数 a 
b.c, 而 现在 又 知道 坐标 系 的 旋转 变换 依赖 子 三 个 参数 少 和 8， 因 
玫 一 般 坐 标 变换 依赖 于 这 六 个 参 数 ， 它 反映 了 客观 世界 中 刚体 运 
动 共 有 六 个 自由 度 这 一 客观 情况 . 
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1. 设 04B0 为 一 个 平行 四 边 形 , 其 中 边 O4 BO, ABOC. 3 OA 
=a, OB—b, 试 求 向 量 OC fa CA, 

2. 设 04B0 为 一 个 梯形 ， 其 中 边 0A/ BC, E, F 4853 AB,OC 的 中 
点 ， 洪 向 最 04=a，A 有 一 d, FE=e, RREH CA $n OC, 

8. 设 ABCD 为 空间 四 个 点 , 旦 4B=a,，BCO=6b, 0 万 =c, DÁ-d, X. 
E,F 分 别 为 线段 AC 和 BD 的 中 点 ， 试 求 向 量 EP. 

4. ik 480D 为 一 个 梯形 , 边 AD / BO, 殖 为 梯形 对 角 线 的 交点 ，O 为 空间 
基 一 点 , Ga 04-ri, OB- rs OC = ry, AD ABO, 试 求 向 县 OD OE, 
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AB 和 DC. 
. (1) 指出 下 列 各 点 中 哪些 点 是 坐标 面 上 的 点 ， 哪 些 点 又 是 坐标 轴 上 的 
AC -3, 0, —3), B, -1, 0, CC0, —1, 0, DEV 2, —1, 1), 
E, -3, 2, 2), F(0, 0, O, GC- V/ 2,0, 0, Him, V à , -vV 3). 
C3) 指出 下 列 各 点 在 哪 … 圭 限 中 : 
A, 1, -5), 802, —1, 5), C( -1, -1, —1), D(3, -3, —2)., 
、 试 求 下 列 向 量 e 89i | e| LU 5j e Hin- -BELA E ao; 
(D a=i+j+k; (23) a--2ij—K; 
(3) a—-3i- 2k; (4) a= — 4j-- 3k, 
. JEU Ae ER (0S d. 3, ki p, Une 本 各 的 坐标 分 别 为 (一 J，，2，0) 
fu: —2, 4, 00, 试 求 ， 
C) Wk AE, 2 ms BA, 
(3) A, B dj tt s (4) A, D XE£R Arn a s bg. 
已 知 点 ABCR BESSOA 4. -1. -15, (2, 0, 35, 10, —1, 
0», ABDU 为 以 AR, AC KIRAI EIET, ok. D RSS Ex. 
. Biga-8i-5j—k, b——i-j-—k, c—i—k, Ao 


(1) a-b; (2 3a — db; 
(3) a-—b-c; (4) 4a —2b 8c, 
. Egasi iaj k, b—-i—j-- Kk, ik. 
: ~ 
(D a'b; (2) ceos(a, b) 
(8) Prab; (4» Prpa; 


(5) a igi tal 32; (60 b RAMAS, 
. B.481a—4i Bj- k, lox tp a BURCIT E. 

. SF FEES o ib. de b IDEM: 

(1) a=3i+ 4j-- k, b — 2i - 6k; 

(2) a— —2Ji-5j k. b di —2j 3k; 

(3) e—-i-ictk, b=i+j R, 

. UB nj iedEd S. 

Q) £i ab-—0, 则 a 一 0 或 6 一 0; 

(25 (a*biCasb)  acaiib-b): 

(8) 2; a-b—a*c, H a—U, Nj b — c, 

。 试 证 其 向量 :pvcyae — (a*c)b Ej c HË, 

. 已 知 a 一 -i-j-k, b— —i-2j, 试 求 一 个 既 与 o EEX 5S b EAH 
非 零 向 量 . 


en a rrr i me te 


€0 


16. 


17. 


E—3* ERAAI 


已 知 点 A B.C.D SARESAS BIDS CL, -2 8), (b -4 3)，(2, 4, 3), 
(8, 6, 65, ido; 


d) AB-CIX (2) AC- BIA 
-< 
(8) cos (AB, CD); (4) Prey AL 
Q) (UB--BDj-AE; (0) AB x CD; 
(7) AC x BD; (B CABx A0) AD, 


Fla #0, |b| #0, 试问 下 列 结论 是 否 成 立 : 
(D (axb):a—0; 

(2) Prax b—06; 

(3) Æ axb-—0, Wil a=0 zX b —0; 

(4) ax b—bxa, 


. BA a=3i+j+k, b=2i—j+3k, c—i--5j-d- 3k, AR: 


(i) axb; (2) (a+b) xb, 
(3) bxc; (4) (ax ci*b; 
(5) (axb)Xc; (60 (axe) xb, 


已 知 点 A BC ARSI, — 1, 268, 3, 15.03, 1, 8), RIA 
形 ABC 的 面积 . 


20. En ABO D 的 坐标 分 别 为 (一 1, 2, 4)、《6, 3，2)、 (1，4,， 一 1)、 
(-1, -2, 3). 求 四 面体 ABCD 的 体积 . 

$2 

1. ZAA BC D 的 坐标 分 别 为 (4, 1, 4),(2, —1, 8)、《7, -1, 2 (0, 
0, —15, 间 此 四 点 中 哪些 点 在 平面 27--3y 72-71-00 L. 

另 ， 设 向 量 如 = 3 一 了 一 32, 试 求 以 n JEE, 县 使 下 列 点 Mo 在 其 上 的 六 
面 z 的 方程 : 
(12) Mall, —2, 3), (2) Ma0, 0, 05, 

3， 试 求 过 点 MU, -3 CHUTAR n AANRAND Da 
(Q5 n--ir2jc-k (2) n—-2j4k; 
(3) n-i; (4) n= k. 

4. KAFA PEE 55525 5 perd E BE, Era F IS: 
(1) 3r 3y+320=0,; (QD 3y- Zz =0; 
{3) z—gs+1=0,; (4) —33+4=0, 

b. 试 求 过 下 询 三 点 的 平面 方程 : 


(D 4(2. 3, 0, BC—2, —3, 4), CC0, 6, 05; 
(2 A(4,2, 00, BL- 1, 0, —1)5, €X0, 3, 4X 


12. 


18. 


14. 


15. 


16. 


17. 


3 A ú 
(3) ACI, 2, 3), BC— 1, 4, 2), C(0, 1—1). 


. 求 过 点 Mo - 1, DOR EESEECTOY r-y>e+l1=0, 又 垂直 于 有 平面 


rye l0 BEBE. 

Ext A00, —-1) AFH TAE ae-2:ic-j—k 和 b—3ic-4k (V 
面 方程 ， 

SKILA AC- 1, 1, 1), 8(0, 23, -1), HFI THE 部 一 一 3 十 天 的 平面 
方程 . 


-ORA M C1, 2, 1 到 下 列 平 血 的 距离 : 


(D z-23y-2:—1020; (2) —zx—3u445-1-0, 


、 试 在 s 组 上 求 -一 点 ， 使 它 到 平 耐 12z49% — 20s — 19-50 的 距离 等 于 它 到 


平面 16x—12y-4- 10s -—-9—0 的 距离 . 


， 求 过 下 列 两 点 的 直线 方程 ; 


OD) (4 2, 1), G, 0, 15; (2) (0, 0, 0), CL, --1, -1 
Q3 d, 1l, 1), (d, — 2, 35 (5 (1, 2, 05, (—3, 4, 0). 
JE FER ZI Fe EI EZ TE. 


Q5 人 (3) disti 
c — 29 4- 4c 4-6 — 0; 24 +s 4-8 —0; 
y-3£e—5 x-—y--2—1—0 
n Pp. w f i 
y-2322-1; 27 十 37 —24-6-—0, 


求 过 点 (3, 0, 一 二 有 平行 于 直线 
| x+y-z 一 和 二 0， 
2g— 241-0 


REO. 

Xia 453 NE LORD 2e ye 28 1-0 UE, 
RILA, 0, DHEK FA EHN de S TE: 

(D 3r- y+ 2z --4+= 0; (23) 2s+3z -1=0; 

(3) üy- 2- 320; (4) 5x -1=0, 

试 求 直线 


| Ard o 241-0, 
2e- 9 十 442 3—0 
892; mim) EE m -2y 46=0 的 法 问 量 夹 角 的 正弦 . 


Mot (9, ELA ao - 17 的 距离 


. BAA BC 三 点 的 坐标 分 别 为 (3， 一 主 ,Da i, 39,09, 0, 2). ii 


RT-"-—-—---"--————————————S áo ee Eene $ 
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求 三 角形 ABC 的 边 BC 上 高 4 的 直线 方程. 
19. 已 知 直线 上 的 方 难为 oz 
e 
YY 一 3 一 4 一 0， 
点 好 的 坐标 为 (一 1 0, 1)， 试 求 ; 
(1) ALA M MAR L eT ac 
(2) BEAR LFE m, 使 点 Mo fl 的 距离 为 最 大 . 
20 ， 证 明 平 而 ; 
m; 2r—9--1-—0, 
ma 交 十 2y 十 8 十 2 二 人 0, 
wa Be+y+s+3=0 
属于 同一 平面 束 , 并 求 这 平面 束 里 分 别 朋 过 点 ML 0, 1), M- 1, 2, 
1), Mg(O, 0, 0) 的 各 平面 方程. 


L WORT HERE rrr 1-0 时 所 表示 的 向 量 ; 
(1) r(1) —cos ti -sintJ Tek; 
(2) r(t)—eti—e7j-- CIE TOES 
(3) r(t) 2In(1-- 6i -122j 4/1? I- 1 K. 
2. 试 求 下 列 向 量 函 妆 rr (D EISE v' CO). 
(1) r(t) 26sin22E4-6c0s 3j + Dék; 
(2) r(t) =e cos ti 4-e sin tj -- e'k; 
(3) r(1) —8t costi 4-3/ sin tj -- 41k, 


8. AR FAHR ”= r0) 在 t= 也 所 相应 的 点 处 的 二 线 方程 和 法 平面 方 


f: 
(1) ri = ette sinti -He cost ks 
(3) r(D =4i 1j +Q — lk, 
4. dEa(i)— (3: 2-8 OS —1J, bCt)m (4 1)i -3tk, ft) —0—3, 试 求 ， 


(1) Dal) bU (3) ao) 
(8) S OKOaQ)» (4) A (aC) X BUD). 
b. Falt) b(D cO ETSI S o REST 4 Ca(f) x b(1)* 


(MHAR. 
6. 试 求 曲线 r 一 z( 世 一 C 红 十 六 好 二 ct 天 在 三 工 所 相应 的 点 处 的 切线 和 法 平 


1^5; 


8". 


10 


13. 


14, 


16. 


17. 


习 E | 63 


JAR PA f r— r tyy QU E p QD) 
(D rib = uchti Hashtj- atk, 

(2) rii)-cos?ti + sin “J+ eos2tk; 

(3) ribal 3i - ti 4-3at"j cui 3t HOR, 
AHR r= rcs), AULA BO] Frenet 公式 ， 


aT ory, BLN, aN 


=rtB—k 
ds ds piis T. 


.质点 久 等 角速度 避 , 按 北 时 针 方 向 绕 2 buc UR IE 3 3, 其 运动 方程 为 : 


r=r(t)=ac0switasin wi. 
试 求 员 点 在 时 刘 ZOMEBS EFE a, 
JEE sib Er RE HS Xe pe, 它们 的 和 峡 线 与 哪个 坐标 向 量 平行 


(D s+y= l; (2) y=0; 
(8) y-siuz; QD st dy=0 (a0), 
je e PA gi H t| RD ES E e P8 i, Ez om E PETAR: 
; wu E M E e e 
D -gz ty tg E (3) r*+ 2g?.- 293-1; 
s Kr qr c aou 2 
Ce hn 
(5) rt- yg =d, (6) r?— y? dz, 


AK wOy RA rE R y= sin r 58 o Bhet io gets BS rd BU 
HEE 

IR rOy 誉 标 面 上 的 平 而 曲线 72-7 — 4-3 - 0 y ni i e m | OS 
续 曲 面 的 方程 . 


坛 建立 叭 线 为 曲面 Toe. — 1 3M rc 22 3— 0 RE, Bi 


A ETZAIE k RAERD PEEL E CREE TE rOy 六 面 上 的 截 口 曲线 
的 方程 . 


， 试 建立 关 线 为 得 而 了 7 一 “一 中 十 玉 与 于 而 2 十 弛 十 =1 R HRF 


(T GEEBRISEE k KEERD fs, 
ORR: 
Das M4? iy- TD Ehl) 
3r+y—-z=0 
HADSE 
Vie FL AAR i s Dd C8 E E: 


dee Me td a s : : k 
Geer he es 


mm EE s = = 


es 第 一 章 ARPELA 


(2) z—z? -y?, z-Ey—1, 2—0, y=0, s=0; 
(3) z—y, y—3Àz, £—0, z--2-6, 


$4 
1l. BRER m-- yz 0 UHR) ye +r Hey ca? — 0 经 旋转 变换 ; 
[e pep IA 
yach dec n 
V8 v6 
RUN ud — Ei 
3 V2 v6 


E CEARR {O h, jo kki E 并 进一步 说 明 曲 面 与 平面 的 
交 线 怡 为 一 个 半径 为 V 2a 的 图 . 
2. 已 知 直 角 坐 标 变换 为 : 


| s= adj vte —1, 
i 3 2 , 
| pr = tom +1, 
[ 8 一 S yia l gia 4 g 
yta v42 4/42 
O 求 平面 : 
YY 十 #% 十 2 十 上 一 0 
在 新 坐标 系 下 的 方程. 
(3) 求 直 线 : 
o 
4 一 33 一 总 
在 新 坐标 系 下 的 方程 . 
(3) RRM: 
z?4 y? +e’ = 
在 新 坐标 系 下 的 方程 . 


8. op AH EE AER fE I PURUS E: 
(D) agb rt Gy +e- 146-0; 
(2) sty +z- DUr 4-0: — 3520; 
QD sty ss byt4s-20=0, 
化 为 zokyprri- B? 
的 形式 ， 


—— -一 一 -一 一 


ve 
vM 


第 二 章 “多 元 函数 微分 学 


$1 多 元 函数 的 概念 


1. 多 元 函数 的 定义 

本 章 将 以 二 元 孜 数 作为 多 万 史 数 的 代表 进行 讨论 ， 其 结果 都 
很 容易 移 到 一 般 n% 苑 函数 上 . 

一 元 函数 y= S a) 的 定义 域 -一 般 是 % 轴 上 的 区 间 ， 而 二 沈 铺 
X cfc, y)HjE 333 — NE RE Oy 华 标 平面 上 的 区 域 . .所谓 区 
域 ， 指 的 是 由 一 条 曲线 或 风 条 邮 线 所 图 成 的 平 商 上 的 一 部 分 。 例 
如 , 由 三 条 直线 局 成 的 三 角形 区 域 ; 由 圆周 围 成 的 圆 形 区 域 ; 由 x 
MA y ARME, 象限 等 等 ， 如 果 区 域 可 被 包含 在 一 个 以 原点 
为 中 心 .半径 充分 大 的 一 个 阅 形 区 域内 , 则 称 此 区 域 是 有 界 的 ， 符 
则 就 称 为 是 无 界 的 ， 

设 Molzo, yo) 为 R? 空间 中 任 一 点 ，5 为 一 个 正 数 , 则 R? p 
的 点 集 1 Gc y) j| MoM | 一 3} 称 为 R? 空间 中 点 Mo 的 3 oA do 
X N (MORE 2.1). | 

3 DO B: 的 点 集 ， MH R 中 的 一 点 . 姐 果 存在 正 数 3 ,使 
得 M, I 8 SE BS N(M CD, WER y 
点 Mo HAR DRAG, 如 果 存 在 
E% ò, tE DAN M) = 他, 则 
称 点 Mo IAE D kas 如果 点 
”M6 的 任 -一 8 BR Na Mo) 中 总 小 


OA DRIN X SCR D B NU 
WER Mo HRR Disi. 
E] 2.2), u EL 


MRAR DHE- ARED 图 2.1 
的 内 点 , 则 称 万 为 一 个 开业 、 例 旭 , SE D (G, ylety 


omen metn m riam me up am ipeo appo or FA PALA, FER ^R eMe em 0 o 
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就 是 一 个 开 集 ， MEAR D 的 任 一 边界 点 都 属于 D, Ws Do 
—^WS. Bin, AE D (Cm, y) |a" 
IE dii o uit NEC WEE 
体 边界 点 所 组 成 的 点 集 称 为 卫 的 边 
界 . 如 果 DD 是 一 个 开 集 就 称 为 开 区 
域 ,简称 区 域 ; 如 果 是 一 个 闭 集 就 称 为 
一 个 闭 区 域 . | 

一 元 函数 y — f 反映 了 在 只 含 

图 2.2 有 两 个 变量 的 变化 过 程 中 ， 这 两 个 变 
量 之 间 的 依赖 关系 ， 然 而 许多 实际 问题 的 变化 过 程 中 往往 含有 多 
个 变量 .为 了 研究 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 ， 需 要 引进 多 元 疯 数 
的 概念 ， 钢 如 , 圆柱 体 的 体积 的 值 取决 于 底 圆 半径 RAS H, 
它们 之 闻 的 依赖 关系 可 写成 
V=xBRH. 

因此 和 任 一 -组 召 :>~0， 恕 >0 的 数值 就 决定 了 一 个 亚 的 数值 ， 换 句 
WA, R 空间 中 第 工 银 限 中 任 一 点 (已 ， 妃 ) 都 对 应 到 R^ 空间 中 的 
一 点 刻 ， 下 面 我 们 先 给 出 二 元 函数 的 定义 . 

定义 .1 设 万 为 司空 间 的 一 个 点 全 ， 刀 中 任 一 点 (z， 绥 
都 对 应 于 唯一 确定 的 数 z。 这 种 从 DER 8| 也 的 映射 了 称 为 一 
^r Gd dE iN sf, y), Yk DART EON E X 

如 同 -- 元 函数 一 样 ， 如 果 在 给 定 二 元 函数 表达 式 中 对 定义 域 
没有 作 附 加 说 明 ， 则 此 二 元 函数 的 定义 域 就 应 理解 为 一 切 使 表达 
式 有 意义 的 点 所 组 成 的 点 集 ， 如 果 具 有 附加 说 明 ， 则 它 的 定义 域 
就 还 应 考虑 所 附 孝 的 说 明 条 件 ， | 

例 1 考察 下 列 各 个 遂 数 的 定义 域 . 
(1 z-In(e-3)»BpigE X3 D= ((z, yz y) 
2) z 


(2) z— aro sin (a?-- y; ff se SUR Do (n, y) lih yt ls 
(3) 2= ETT 的 定义 域 D={(z, y)| rry 0, Ha 07, 


如 果 定 义 2.1 的 万 为 如 空间 中 的 点 集 , fO DS ER i 


$1 Eo EUH. 87 


射 , 则 称 广 为 一个 到 元 函数 , 记 为 2= fn, ms cns mo. RRD HX 
MARR E LRR, 

2. 函数 的 极限 与 连续 

HAA Sfr, 让 在 点 Molto yo) I d&- rM N (Mo 内 
除 Mo RA RITA S kb Sp EL E E Aa So)Xb . 

有 定义 ,也 可 以 没有 定义 )， 我 们 考察 动 点 村 (4， 纺 在 邻 域 
N: (Mo Ki H 形 of 但 动 点 M 始终 没有 到 达 过 点 Mo KE) E. K 
S f(x, 0 的 变化 情况 . 

如 提存 在 实数 A, 使 得 当 M (o, y) 5 Mo(zo, 加 ) 充 分 接近 时 ， 
HAES, yS A 能够 达 到 任何 预先 要 求 的 接近 程度 ， 我 们 就 
称 函 数 f Cn, DE Cro, yo) KE RR Oy 4， 其 分 析 定 义 如 下 : 

5 32.2. Wt iE e f (m, 分 在 点 Moo, go) B3 — 04 邻 域 
Na (MO NR Mo 以 外 的 所 有 点 处 都 有 定义 ,4 为 一 个 实数 ， 如 果 
对 于 任意 给 定 的 正 数 e 都 存在 一 个 正 数 (902, E1 (m, y) 
满足 不 等 式 


PN aF ET 
时 , 相应 的 负数 值 f(x, 娘 一 定 满足 不 等 式 


im, y) -Aj <a, (2.1) 
则 称 4 为 函数 s fom, Mozo, %o) 处 的 极限 : 记 作 | 
lim Jf (e, y) — À, , lum fa, yj — A. (2.2) 
10 P, W To Vor 
; T Et 
i2 ARAA lim ~ 一 


(OO P a ZU 
解 ”因为 rrt y^, 


| 2 PAP REP 
Aa by T3 dk i 
在 点 0(0, 9) 的 任 一 3 邻 域 中 , 除 0 (0, 0) 这 点 外 ,函数 = 一 — Ts 


都 有 定义 . 所 以 对 于 任 一 给 定 的 实数 e>0， 我 们 只 要 取 8 一 s, 这 
时 当 0< ry? c3 Gn, S029 NCO REE OO, OBS 
点 ) 时 ,下列 不 等 式 成 立 


es Wc PRENNS 


p. 
sd le 0 «A iF y? «8-8, 


(z,u)-0, 0) A x? Fy 


例 3 MRAK = 在 点 (0，0) 处 的 极限 . 


只 
解 Uk Gs) ~ as 在 除 点 (0, 0) 外 的 每 点 处 都 有 定 

o X. WURLXET EAR To 290, x 一 y 的 任 一 点 (z, 切 , 它 的 函数 值 
J, y) - 1; 对 于 满足 条 件 < 天 0, v=- y 的 和 任 一 点 o, 急 ， 它 的 函 
数值 1(%, 级 二 一 I， 而 在 点 OO, 人 站 的 任 一 8 邻 域 内 ， 总 既 存在 
点 ns, yi), WERI nA, mney, HERE (e y) =1, L 
TE JR (Zo, ya) ,满足 条 件 2 50, ws 一 一 加 ,其 函数 值 六 za，g) 7 — 1, 


因此 函数 so 539, 在 点 (0，0) 处 的 极限 不 存在 . 

ACATAR. WMR AA AR Ma, yE A g 
27 (0, y) RERA HEERA CIO BERE ROI. Molao, yo) 时 ， 
函数 值 fm, JA TATE Rl CL, DEB sh Mo, y) 
沿 直 线 ys 接近 点 0(0, ON, BARBATI), REREN 
ERR, y) Eu Ms ROMBNASE. Nd 
E (2, e D VOLLE Pr HERR Molaro, yot, 
ECT A, LRAT E, VEM ES WURRIAA. 
HAT 4, 

如 同一 元 配 数 那样 ， 有 了 二 元 函数 的 极限 概念 后 就 可 以 给 出 
二 元 函数 连续 性 的 定义 . 

ELI GTC z— f (m, y EA Moro, yo) ff E XL, EL 


(T, 9)-» Xo, Vs) Je, y) SF (2, Yo) ? (2 .8) 


MRAN SE, V) YE o, Yo) 处 是 连续 的 ， 如 果 函 数 z= (n, 只 在 
区 域 DD 内 每 一 点 处 都 是 连续 的 , 则 称 聊 数 z 一 f(x， 忠 在 区 域 DD 上 
例 4 考察 下 列 各 函数 在 点 (0，0) 处 的 连续 性 : 


ma 


81 ju rn 69 


z+ 天 0, 
fr, y? - [x F j 
S cuy'-0 
2zxy : | 
gia, gey 当 stt 0, 
i et E y? =O; 


£ HY 
0, 当 g^ .*— 0, 


解 MP AG, DERO, ipsc dn 因此 he, y) 
在 点 (0, 0) 处 不 连续 、 从 例 2 知 dim 一 0, 故 f (e, y) 


(2, 的 -0 0) JE 
在 点 (0, 0) 处 连续 , 而 gio, y) c (0, 0) | 
类 似 于 一 元 函数 ， 我 们 同样 可 以 得 色 关 于 二 元 函数 连续 性 的 
下 述 结论 : 
(D WEG, iffi gir, iD dde TE (mo, yo) 处 连续 的 函数 , 则 函 
S fé, 90 -g(m, y), f (e, y) gir, y), Fygle, TE Qo, Yo) 
处 也 是 连续 的 . 如 果 再 加 上 go wo0 的 条 件 ， 则 画 数 


JG. Y) 
"TCR TE (to, go) 处 也 是 连续 的 . 


(2) 设 w=ulz, 胃 ) 和 v=v(z， 阴 都 是 在 (wo，Yo) 处 连续 的 本 
数 , 且 uo uro, yo), vo V(4o, yo); LA =f u, v) Æ (to, to) 
处 是 连续 的 , 则 复合 函数 了 [wlz, y), vn, IEE, Yo) 处 连续 . 

(3) EB s— fn, 胡 在 有 界 闭 区 域 DD 上 连续 , 则 D 中 必 存 
在 点 (zy M, yd, WBS MSE ydr AR 
f(z, 切 在 刀 上 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 

(4) iH z=f (z, yy 在 有 界 闭 区 域 D Eig, M M Ms 
43g Sa, 妨 在 也 上 的 最 小 值 和 最 大 值 , m4 为 满足 Mi<m< M. 
的 任 一 实数 , 则 在 D PUREA, y), EASE, y) m. 

(5)* HBAS a, 仍 在 有 和 界 闭 区域 D LES, WIC, y) 
在 史上 一 致 连续 ， 即 对 十 任意 给 定 的 正 数 o, 都 存在 一 个 正 数 3， 


当 
ry o 当 ?十 oj 天 0， 
hla, y) —4 tipy vy 


- 


————— € ee ee nen MN 


70 BIE Ajtu Wy 
使 得 对 于 D VIE SONDA Mala, y), Molea, yo, RE, MiM) < 
ô, TAA 等 式 IS NR 
f£ m, y1) — f (22, ya | «a. 


$2 偏 导数 与 全 微分 


1. R95 | 

TERHE--OCBSAEE, RYH EC y — f (0) E m AER o6 MORD 
量 dy — f (s+ dz) -f GO Ej BL 7E ROCHE Re Z Ho ERR CHE y — 
f GO E o Ab Bp 3c P^ (a0) 来 刻 划 函数 y — f) 在 2 处 的 变化 E. 
如 果 二 元 函数 “一 Fax， 幼 的 自 变 量 中 有 一 个 取 某 个 定 值 不 变 ( 例 
A y-90), ini LL ECTS — SG PA 2— Pm, yo) fk o REESE 4G 
E, 这 就 是 我 们 要 研究 的 二 元 函数 =f (s, YES (mo, so) 处 关于 
2 的 相对 变化 率 ， 例如, 当 圆 柱 体 的 高 五 取 某 个 定 值 五 。 时 ， 体 
TA V 就 成 了 底 半 径 吕 的 一 元 陶 数 ; V — HEP, ga RV 
关于 底 半 径 且 在 Ro 处 的 变化 率 为 2w HoRo MAA V = rR? H 
”在 (Ro， 匡 0) 外 关于 及 的 相对 变化 率 为 2 HRe 为 了 刻 划 这 种 
相对 变化 率 , 我 们 引进 十 面 的 偏 导数 概念 . 

定义 2.& WE of o, 切 定 义 在 区 域 忆 上 ,点 (zeo，go) 为 
也 的 一 个 内 点 ,如 果 极限 

lim fito Av, yo) — f (zo, Yo) (2.4) 


da» Az 


存在 ， 则 称 它 为 函数 了 4, 2 EIS Gro, WARTA a 的 仿生 
Ko H Jelo, yo), 或 Ee Mor, g | - TTE 


类 似 地 , 函数 =f (e, y) TER (2o, yo) ETHER y 的 偏 导 
数 由 下 列 极限 定义 : 


` lim Í (o, sree — f (£o, Vo. (2.5) 


Ay? 


相应 地 记 为 ,Cro，go) 或 PPAR AVR UK of (e; y) 


Su RREME 71 
dep D fing gu Gn 办 上 都 有 偏 导数 在 在 ， 则 这 些 偏 导数 在 刀 
上 也 是 wy BI e e, DO fele, fo, Du D, 
FER, 

Mak Q4) n 9L, ft& Sæ, yo) EN m HE — JG ROC, RETE to 处 
关于 的 导数 ， 即 得 二 元 省 数 在 点 (ro，wo) 处 关于 z+ 的 偏 叶 数 
Jalto go). 一 般 地 , 4B. f (m, 忠 中 的 变 芝 暂时 看 作 常 数 ,然后 关 
TeRM, 就 得 篇 导数 e u). A, 把 f(z, 他 中 的 变量 z 
看 作 常 数 , 然后 关于 y 求 偏 叶 ,就 得 偏 导 数 (x, y). TELA 
用 一 元 函数 的 求 导 公式 和 运算 法 则 进行 求 偏 导数 的 运算 ， 

例 1 dt fv, y)-z'--cry-cy, WOR fim, wg. fum, 5. 
fell, ORFO, 1). 

R 把 9 看 作 常 数 ,关于 z 求 导 , 使 得 
六 (ww y) ug. 
Iu f, 0) —2. 
Eo BERR ET y RT ER 
falx, yY) = By 
N Ef. 13 =3, 
鲍 2 wok neo M eie Em ss 
解 ” 把 y lY cS 


Ox 
PETIT ET yR TA 
er ad hy 
p z lnx. 
: à EC Qu 
868. ARKUS Gy) HE dc D, E 和 
r^ êy 
us 
oz ^ 
解 把 y 和 2 都 看 作 常 数 ,关于 ww 求 守 , 复 得 
a RN 1 m 
Dr TE 
m ~. * 2 * 


^ A sema m rn 
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JE z 和 2z 都 看 作 常数 , KT y 求 导 , 便 得 
T E 
oy | zy! m^ 
把 “和 9 都 君 作 常数 , 关于 “ 求 导 , 便 得 
NE. SNR 
Os sy +z 
下 面 阑 述 偏 导数 的 几何 意义 . RA 9 一 六 Oo) 在 2 一 各 处 的 
. 导数 f' (a9) , 好 为 平面 曲线 y= 了 (z) 在 4 一 zxo 处 切线 荆 的 斜率 . 换 
名 话说 ,在 平面 直角 坐标 系 {Oi d, JA, T — P n) 3 构成 切线 
工 的 一 个 方向 向 量 ， 定 义 在 区 域 DD 上 的 二 元 函数 ?=f (w, V) BUJL 
何 图 形 为 一 个 空间 曲面 ， 设 (za yo) 为 的 一 个 内 点 , 考察 以 平面 


y — yo 去 截 此 昌 面 所 得 的 截 口 曲 线 4o uw E 
f =f, y), pe j m 
Y= Yo. 


它 是 平面 =y 上 的 一 条 平面 明 线 Ef, yo ( 见 图 2.9) ， 此 平 
面 曲线 在 s= ro 处 的 切线 天 
的 斜率 即 为 felto yo)， #5 
话说 ,向量 
T,—i4 f algo, yo) k 
di (2.6) 
为 空间 直线 如 上 的 一 个 方向 
向 量 ， 同样 , fumo, yo) 即 为 
平面 + 二 zo 上 的 平面 曲线 2= 
J (o, Y) E Y= yo ALDER Ly h 
斜率 ,而 向量 
T,=] +f lto yo) k (2.1) 
为 空间 直线 为 上 的 一 个 方向 
DES 
2.8 2. $962 
一 元 函数 y 一 了 (w) 在 4% 处 的 微分 dy —J' (wde 刻 划 了 当 自 变 


S3 偏 导 笋 与 全 微分 T5 
HARATA NE SHERMER HRR. TARN 
dTrpbie ZICA or, p EAEE S AATE BD PEOR E 
LEEXRE E wALUDE 

XC ERA o fr, PERR D. LAEL HR Gne voy D BA 
点 ; do 和 ty 4e IOS EUIS not y 的 增 量 , 且 点 (e de, yot dy) 
也 在 D 内 , 则 

dz f rot dm, yo- dy) — f (wo, yo) (2.8) 
Tk eR 29 Fe, Ya (xe, 加 ) 处 关于 de 和 dy BO 3E. IB 
进一步 给 出 全 微分 的 定义 . 

定义 2.5 Wü cef, wk D LAEL 点 (wo, yo 
ADRAR., n RR e= fm, TE SA Uto, yo) RET Ar fi 
Ay 的 全 增 晤 都 可 写成 下 列 形 式 ; 

dz— A Ac -- B dyol Cla? CA 3, (2.9) 
Joc A B HE «o)786 2e de dy XX. IE dE 
f(x, DTR o Yobt Tai, 3$ $$ 4 dro By A Age 
fG, ES (o, Yo) ABB t HE ip des df. RO då $ 、 a 

d:— Adr Báy. 

MERR =f, VEKER D fg fj iz t p XE n] pic, EA 
数 2 二 f(z, READ EGTAA, HAN S — fn, y) Qvo, yo Mb 
Ti WiHixX(2.9) 可知， 当 40 和 Ay 时 ,也 有 270, Bil 
fizar Je, yot 4) —f (2o, Vo). 于 基 可 有 下 面 的 结论 ， 

定理 2.1 EKA Rf, y) Eo Yo) 处 是 可 微 的 ， 则 
fv, 内在 该 点 处 也 一 定 是 连续 的 . 

FRATER DEEEE s) B: $4 dz 5j" DRE A 


£222 ea DE {zo，%o) 处 是 可 微 的 ， 则 
[ Cm. 30 在 沪 点 处 的 编导 数 falo vo), fy to, go) 也 都 存在 ， 县 在 
(xo, go) 处 的 全 微分 有 如 下 表达 式 ， 
e 000 dz fe(wo, go) Ar-t- fi (o, yo) 4y. (2.10) 
证 明 55(2.8), (2.9) 3492 Ay —O 时 , WA 


~-i 


Es 


"wt. 3 w, er €... ` : 


"«4, . 


~ 


". S—EoOGOGBACRUYY 


Ze — f (rot Am, Yo) — f (1o, Yo) = Adr V oC dar); 
MOS Ac 0 时 , 便 有 
"o t. Wo) — fito, Yo) 4 
Ac Let Hn. yo - Xo, Wo) parn 
令 c0, 就 得 到 
A= fr £a yo). 
同样 可 有 B =f, (Zo, yo). 
Br DLE E z—f (m, v) TE (Xo, wo) 处 的 偏 导数 falto wo). 
IC yo) 都 存在 , 且 to, yo) 处 的 全 微分 中 为 
da= felzo, yo) Ze fy(to, Yo) Ay. 
定理 证 毕 .， 1] 
特别 地 , 当 S(x, y) =e 时 , fel, y) —1, fy(m, y) —0, SUB 
dr- dx. 同 理 , Uu f(x, y -y 时 可 得 到 dy 一 Ay. HIE ESESER 
微分 也 就 是 它 的 增 量 ， 所 以 当 函 数 %== 了 f(z, yE, y) ERE DES, 
EE Gr, 中外 的 爹 微分 可 写成 下 列 形式 ; 
de= Jr. dz 2E y (2.11) 
定理 2.3 HRA =f y) ads A cEOEA 
(zo, g) 的 某 一 3 邻 域内 都 存在 , 且 偏 导数 -2 、 3. " yo) 
处 都 是 连续 的 , MAR SSE, 四 在 该 点 处 是 可 微 的 . 
证 明 函数 z= 了 (zx, y) Elo Yo) 处 的 全 增 量 Ado 可 写成 
Zl — f (rot Az, Yot dy) — f (o, Yo) 
=f (zot Ar, yot dy; — f (4o, Yo+ dy) 
+f (vo, Yot dy) - f (av, Yo). 
RARES fe A fy 在 (xo, yo) E] 0 邻 域内 均 存 在 ， 应 用 中 值 定 
理 上 式 可 写成 为 
£z — fe tot bidr, Yot dy) de 
tfo Yot Ody) Ay, (2.12) 
其 中 0611, 060541, 又 因为 fc Jo Æ Go, Vo) Ab 3E Se, ACE To 
aid - m * x ^ 


TOUS m toon e MM M m M 
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foro tide, yot Ay) — falto yo) —«, 
fy £a, Yot 83) — fio, Yo) =A, 
当 r0, dy->0 时 也 必 有 o0, B30、 于 是 式 (2.12) 可 改写 成 
Az — feo, Vo) dv fu (to, uo) dy -a.dz-- Bdy, — (2.13) 


ads : xz : Bidy l | adgs 
又 因为 | SS ww 
| By PEPE 
V Gay a e 


HAR 2.18) 又 可 写成 为 
A — felto, yo) Art+ fo (xo, Yo) Ay + o(N/ (Am) * 4- CA)? ).. 
这 就 是 说 函数 z==f (x, 了 在 (vo, yo EAR. — 1l 
例 和 4 ARAA =r 4 在 (2 耻 处 的 全 微分 . 
B Bx 
e 
Ex 
均 为 连续 函数 ,所 以 根据 定理 2.8 和 定理 2.2, 可 知 此 函数 在 任 一 
RR n, 急 处 都 是 可 筱 的 ， Ses uA 


ex 


一 2 — 123? 
v, y y [um 


02 2 
= i 12 y? 
zs y dy. 
515 ARAA u-e A "LAT. 
解 BE 
Lr. =e iain (s4 y) + cos(z-d-3)), 
Jeu . = 85t? cos r- y), 
ey 


eu TIN 
oc 2 at P uin (ao duy) 
ëz 


BERERA, KEETE- AG y, 区 处 都 是 可 微 的 , 它 的 全 
微分 du ME 
E" Ou qu 00 
gue MP UIT 


一 6 (sim (x+y) 4- cos (2-1) ) da 


76 第 二 童 “” 多 元 丽 数 微分 学 
+e co8 (2 3-9) di +e" sin(æ+y) de, 
在 讨论 一 元 函数 时 ， 曾 利用 微分 dy — f" (a) da Aer e cH Hi 
dy — f (a+ dr) — f Qo) 作 近似 计算 和 误差 佰 计 ， 对 于 二 元 册 数 ,我 
DRRR MAN EA d=- det - T dy RE aH deu 
f Gr dz, y+ Ay) - f (c, 切 作 近似 计算 各 误差 合计 .下 于 我 们 用 
两 个 例子 来 说 明 . 
例 6 AR v (CU.98)?Y 二 (2.01)* 十 (1.94)* 的 近似 值 . 
E 邻 函 数 w=f (x, y, 2)- x vy vg, 
wo= 1, go 2, £977 2, 
Ay- —0.08, dy--0.01, 4z— -0.06. 
故 f (to, Yo, 2o) =f (1, 2, 9) — /1--4--4—8, 

f (zo-- dz, yot Ay, sot de) = v (0.98)? + (2.01) F (1.94)? 
基数 uc f (m, y, E Gro, Vo, WETER do, dy, Az Bü m D 
分 为 

du — f, (to » Wo, Zor d d- fy xo, Yo, £o) dy + faltos Yo, Zo) dz 


= Solet Yody mede _ -0.04 
LN. HS yo — 26 i 
所 以 AQ. 98)* E (02) * 1.94)" 
— f (&g-- dæ, Yot dy, zot- Az) — f (xo. Yo, zo? + du 
=f (zo, Yo, 29) - du 8 -0.04—2.96, ' 
例 ? 设 以 秒 摆 测 重力 加 速度 9 Hj, dU f$ 8 d& 1—1002-0.1 
JE, W 7 —2::0.004 t». 试 求 由 于 了 与 工 的 误 老 而 引起 的 8 


解 ” 由 物理 学 知道 9, 了 了 的 关系 为 
ur rm 
故 g S5. 
由 此 可 得 全 微分 
E, 
- P 


$2 偏 导 数 与 全 匆 分 
dg 一 4 六 T ds LI 


XO [Ai] <0.1, ATI «0.004, 1—100, T —2, 所 以 
! Al, 74 
| 4g] = |dg| «4? ( Ud du yu 


) 


«an (DL 299 y 0.094) 


een 
3. 复合 函数 的 偏 导数 
1” 链 式 法 则 z-—f(u 9, Wu, o 又 都 是 变量 一 和? 的 


PE. up, y), o= ple, y, Be 为 通过 中 间 变 量 和 .vv 合成 的 
Oe Ox Ou Ou Ov 
V. PEE Aic EE r^ r^ Jy ` w^ 


Nd T KRME S -aE Lr 


EU 上 y), 


, 0^ Ou Ov» On ine TT 
WO arare coy SEE Bi e= (u, v) A Gr, v) BOSE 
的 (uw, 分 处 可 微 , EK EET pfo Up Gn, aD hle, DIEA E, y) 


处 关于 ww 和 的 偏 哇 数 都 存在 , 且 — 


zd, y) Æ, y) E A9 a F 


0s — dr Uu | De. Ow (2.14) 
Or | Ou Or ör Ox! i 
$e . 0r, Ou , Oc , Ov (2.15) 


Oy — Ou óy | Ov Əy’ 
证 明 BEINN Q.D, XE 
Te flet(z, pD, pæ D1. 


dze done dude, y), pigi idm, Wi 
Tr du - dre, 4) — (x, 92, Aexto(ax) 


3r 4 dæ, y) — im, y). 
iE EMHI de 本 改 守 成 
dze=f (u: Ju, v+ dv) -fu, v). 
BU e fs AZERA Qr, 加 处 可 微 ， 所 以 这 个 de 又 进一步 可 


TR FINER: 
b. 


^. 


一 一 一 一 ai Ua oP. 
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GA Z vt o (A UR) F(A), (2.16) 


Bo C Cd)? - C) ERES XL, CRT EUCEL EE FRU 

o (A hi? (D0) =a F Ao), 
其 中 , a 是 满足 当 MV CHD? 了 TT CN)3->0 时 a0 这 个 条 件 的 ， 于 是 
由 式 (2.16), 有 


ð: du , Oc Av | oC (Au)? (>) 
Ou Zr | Ov pr Ax 

El dd, dy 

Qu ås Qv "s V) (4m) . 

因为 一 9(%, y), vb, ie Gs, s bio ata Do, Doa 


SEL 1 r pa n = "o pz 
在 ,所 以 当 420 时 ,应 有 du0, 4v0, "a a dz 


Jit a (GE (4) 5o. RAT .17) 便 可 得 


rm 
Zz 


(2.17) 


x 
到 式 (2.14). £^ ms 
间 理 , 也 可 推出 式 (2.15). I 
例 8 设 z=e*sinv， 其 中 以 =2zy，2 二 2 十 yy.， ARRA 导数 


ex | -Be | 
E" m0 T sch 
M—T y 
解 ” 由 定理 2.4 可 得 ， 
S z Ow , Og 0 . 
i Ov õn óx n . « -2 
ðs O4 Ox TS "iw po € MAE 2y- e" cos v- 2x, 


Pu ĝu, OR ÖV our aera i ang, 
óy Ou öy TS y g* gin De DTT cos v, 
deuda vex y, E 24 2-0, y-—w Rf, u=0, 9 -— 7 由 此 


便 有 


Qz : 

| — & gin zr; *2ar + & cos c -0— 0, 
Qu la 

m 
ez = ab qi ,0 
——- =8 sin cm*0--e? cos r= - 1. 
y ref 


TED LIS E " 


Ag 2.4] wu. o RKE E vAHDI u= plae), v= 
Ox). WRR wu z= flu, w) -—f(p(, pejte 
数 , RTN (2.14) BURA FIER: 


dè — Og du , 0: dv 5 
dr Ou ers Qv dre’ (2.18) 


并 称 
tu =s hf, B] ar v)-fíip(z), a]EM, xx 
(2.18) gt nf ES m TF VIDE X 
dz; | 0s du . €x 


dz ðu dz Ox 
请 注意 上 式 中 Dig D MON, D Jt ROSE HE CORE 
KEERI o HARO, HERM nm f u, c) ET ac GE 
At. 如 果 把 4 作为 < 的 丽 数 wptz)， 这 时 z 就 是 的 一 元 省 数 
im fel), a], ilb Oo RENE S D. EX 
明了 两 者 之 问 的 关系 . 
me 没 = 一 疙 .就 下 列 情 况 ， 应 用 复合 函 教 求 导 法 则 ,求全 ~ 


Sic La 

(d) u-—e6,«»—1-—e 
(2 u-e, v=, 

& 0D 由 式 (2.18), 得 


d: 0: du , O: dw | 1 af — V ( . ggr 


Lu 


de 04 dx öv dm ^! oD 
= e " ia 2g”? m II e 上 v e) 
1—e*" (1—e*5* ^u — gi) 


(2) BM osr, Wie. PE 


A ~~e ~ 


irm TE 2 s Md mU) TT Aer TP EF d tem co os 
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ll dea DE 


a g? g’ 


这 个 结果 与 从 == T 直接 求 导 的 结果 是 一 致 的 ， 


对 一 般 的 多 元 钞 数 的 复合 喘 数 求 偏 导数 , 也 有 类 似 于 定理 2.4 
的 结果 , 请 看 下 面 的 例题 ， 
pa Rus =z siny, #Erh r=2st, y—s*—i, z=i~s, RK 


eu 


和 解 ” 类 似 于 定理 2.4 的 结果 , 我们 有 


= ze" gjn y:214- ze* cos 4 28 十 ex sin y*(— 1), 
ðu _ Qu Or | Ou Oy | Ou, oe 
ð ör Oi y ð óc ði 

-— ze" gin y"28+ ze* cos y* ( — 1) +e sin y, 


因为 当 g= — i, i=] 时 ， g= —2, y=0, z=2, 于 是 代入 上 两 式 便 


得 . 
2u = 28-2 ( — 2) 454-3 
Os a=z-] 2e ( 2) 2d s 
t=1 
Bu 
"uot o 
t=1 
x B Ow , ðw , Ow 
BE ID 已 知 w= f(r—y, y 2, AR 5 UA 
q 2€ 
öt ` 
解 D usr, v-—d- £z, 8 一 了 一 2 [;1 
Ow | Of Ou , 0f 8» , Of s Of 
ôr Ou ðr öv ðr ðs Ər EE TE 
£&w Of ĉu of av Of Os , Of , Of 
y Ou Oy Ov Og Os Oy Ou dv!’ 
Bw Of Ow | Of Ov |j Of & əf əf 


02 ðu & Ov øz Ps & Bm Os 


$2 位 导数 与 全 微分 21 
af eu. af. ðs Of 


Ow Of u, 8 
ð u ài ðv öt ós ð Bes" 
罩 式 相 加 便 得 ; 
fs NUNT 
2* 全 微分 形式 的 不 变性 ”对 于 一 元 函数 y= 了 (xz)， 不 论 变 
Er 是 一 个 自 变 最 还 是 一 个 中 间 变 量 ， 它 的 微分 总 可 写成 dy 一 
Fod 的 形式 . 这 就 称 为 一 元 函数 的 微分 形式 的 不 变性 ， 下 面 
我 们 将 说 明 ， 对 手 多 元 函数 也 具有 类 似 的 性 质 ， 当 然 我 们 还 是 以 
二 元 疯 数 为 代表 来 说 明 . 
函数 2f (m, 1), 05 m, y 为 自 变量 时 , 它 的 全 微分 的 形式 为 
A Es 
如 果 c, yup. CREATE s. t Bde, Bou s.t 
的 复合 函数 , 这 时 它 的 全 微分 形式 应 为 


a ez 
Ds Lor as 
MG. LAURI 150. 上 式 可 进一步 写成 . 
g= 0c - 2, 8Y. . .0 M E 1 
e e E i » ae s (t Oy. 2» )dt 


- -R( da É MZOLE- * "(9 7 ds4- dt), 


or 
AA m. y ps tR, Br rC), yo vis, t), x 
=s or AN [2 
dr 2s ds : i dt, 


OW ， Oy , 
dy: —I ds + = 
4 os e eL Sn 


从 上 面 三 个 式 子 合生 
E O8 oz 
dz E» dz- Dec d. 


WREE, HTAR fe, y, 4E v. y 是 自 变 量 还 是 中 间 变 
m. CEER EEn EEG G. L) RER, KER d dit 28 


———————————————— M o o me pc ER 


82 FOE ”多 元 函数 微分 学 
式 的 不 变性 ， | 
.8? AE E EIS RA Molto, Vo, zo) 为 曲面 z= (m, y) 
上 的 一 点 ( 即 其 中 加 = 了 (2o, yo) 2,0 
为 此 曲面 上 过 点 Mo EE Mo Ak 
有 切线 的 一 条 曲线 ， 如 果 曲 面 *= 
fv, y) 上 过 点 性 的 所 有 这 种 上 曲线 
! 的 切线 都 处 在 同一 平面 = 上 , 就 称 
曲面 :一 rz， 幼 在 点 Wo 处 是 光滑 
的 . EH s PR Ig HH HR z= 了 (zx, 四 在 
点 Mo 处 的 切 平 面 , oo BARS] dk PI 
为 曲面 z— fim, DEA Mo 处 的 法 
Ne 4X ULB2.0. mihi 
f(x, 4) E — Xx REREAEOCTR K, URGE HR TE 29 — p 763 89 8 da, 
车 函数 e f(x, YTE Gro, vo) 处 是 可 微 的 ,由 定理 2.2 可 知 , 这 
时 偏 导数 Puno, Vo) 3 fumo, go) 部 存在 因此 曲面 zf C, 四 被 
平面 y 一 加 FRRO h e 
| z—f (x, y), * 
y — yo 
在 z 二 zo 处 是 有 切线 存在 的 , 此 切线 的 一 个 方向 向 量 T 由 式 (2.6) 
A. 此 截 纪 曲线 显然 是 曲面 =se, y) 上 过 点 Moe, yo, o) 
《其 中 go— f (to, yo)), HER Mo 处 有 切线 的 一 条 曲线 .同样 , 曲 
H =f (x, 四 被 平面 x 一 zo POBRE BREL HR X 
| z=f (x, y); 


T= Ëo 


也 是 曲面 x 一 f(x, y) ER Molto yo, v), HA 下。 处 有 切线 
的 一 条 曲线 ”此 切线 的 一 个 方向 向 是 TAATA, 

WRH =y (e, y) YE XX Moo, Yo zo) RE ROC TR 1, 则 向 量 
T. 和 了 都 应 在 点 对。 处 前 切 平 面 x 上， 于 是 向 量 Tox T, 
切 平面 w 的 一 个 法 向 量 如 .从 式 (2.6)、(2.7) ,并 注意 到 式 (1.47)， 
便 得 : 


MM EE — — —À 0€ 


R= Tx T,-i1 0 fama, Yo) 
O 1 f, yo) 
— — fato, yo) — fy (o, Yf +k. (2.19) 
下 面 我 们 将 说 明 当 函数 *= (w, YE lto yo) 处 可 微 时 , 曲面 在 点 
Molto, yo, f (zo, oo) 处 一 定 是 光滑 药 ， 

定理 2.5 省 函数 z= 了 (zw, yE vo) Ab Ring (AU, 则 曲面 
2 FG, M) TER Moo, io, T to, yo) ) 处 必 是 光滑 的 ， 它 在 点 Mo 
处 的 法 向 景 如 可 由 式 (2.19) 确 定 ， 曲 面 在 Mo 处 的 切面 方程 = 为 
z= zo fe to, wo) (z — mo) J- fy (to, yo) (Y-Y, (2.20) 

其 中 各 二 J f (2, yo. IB z— f (a, 2 在 M, 处 的 法 线 方程 为 


Y- Ya /— .. dmi. M (2.21) 
E GE yo — — fy (to, Yo) 1 
证 明 设 氏 为 曲面 z= 了 f(z, y kit Mo BEM. 处 有 切线 
的 任 一 向 线 ， 设 曲线 1 的 方程 为 < 
r=r 6) =s Hity O] Ok, 


H T Cto) -O0M,, 
A LEX, Lok ex Mo 处 的 切线 上 的 一 个 方向 向 量 为 
T' (lo) —2' (19) - y (ho c x (65) k. (2.22) 


XJA 2g gt ex 0 EAE 2— f (x, y) E, PRG 
eD mf (xD, yt». 
对 上 式 两 端 分 别 关 了 RF, 并 注意 到 式 C2.18) M roro, yo 
ylto), 便 可 得 到 下 式 : 
Z (19) = fao, YO (lo) + fy (zo, yo) (io). 
PERAR. 225 fii 5 . 
T' (fo) =w o) ET y (49) -- Cf (zo, Yo) 2 (o) 
Efyxo, yo) y (£o) ke. 
HTE CIDHE T, 道 过 直接 验证 便 知 M" 
r to- n=O, 
ERRE Ph Sx 1 在 点 Mo 处 的 切线 的 方向 向 量 都 与 向 量 n E 
n- 


793. 


cA scc once erem o^ e con Pe t OG MANI s co mc D To 


" omo Sot Ett de 
E. 所 以 这 种 切线 都 处 在 同一 平面 x 上 ， p gi Tj =f, y) 


面 在 点 Mo 处 的 切 平 面 方程 和 曲面 在 点 Mo 处 的 法 线 方程 分 别 DS 
. C.20 02.21). ] 

W12? 试 求 曲 而 =y 在 点 (0, 0, CMAC, 1, 2) 处 的 
切 平 面 方程 和 法 线 方 程 ， 

ME ”可 以 验证 点 (0，0，0) 和 点 则 ，1， 久 确实 都 在 曲面 > 
a?--y! E, BRAKA := 一 2 十 扫 在 整个 Oy 坐标 面 上 都 蚌 可 微 的 ， 
因此 =r- 是 一 个 光滑 的 曲面 ， 因 为 

| Op op 2 


E" ? a N 
BARIERE 2.5, np EA (o, y, f(z, 芒 )? 处 的 法 向 量 为 
n=-—Ê2ri—2yj+k., 
(D 先 考虑 点 (0, 0, 0) 处 的 切 平面 方程 和 法 线 方程 ， 易 知 央 
面 在 该 点 处 的 法 向 量 如 = 一天， 因此 该 点 处 的 切 平面 方程 为 
z—0, 
而 该 点 处 的 法 线 方程 应 写成 
r—0, 
P 
(2) 现 考 虑 点 (1, 1, 2) ARBRES UIS (E 7; EURHHE 527722, ^S 
面 在 该 点 处 的 法 向 量 | 
n= —27—27+k. 
央 此 该 点 处 的 切 平面 方程 为 
z—2—2(v—1)--2(y —1), 
该 点 处 的 法 线 方程 为 


一 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 一 一 一 


~ 4? 全 微分 的 几何 意义 一 元 函数 y= 了 (lz) TE vuv 处 的 党 
分 dy — f' (zo) Ard t x, y — f (x) 4E jx (ro, £C) AE BEI EX BC Y 
MERFE PLC y f o) eet A de xzo 处 关于 dc FERE 


* 


TECTS EE Li] 


Me. wm) MT een 
图 2.5 

从 图 2.5， 我 们 可 以 看 出 ， 二 元 函数 *= f(x, y) XE Gro, yo) At 

的 全 微分 
dz-— f.(Xo, yo) £+ fa (to, yo) Ay 

E =S (m, EAM yo, f(xz0，Wo)) 处 的 切 平面 所 相应 
EU ARTE PE = fL (Xo, Yo) tta Eo Yo) ry tO TE (to, Vo) 处 关于 
Ax Ay 的 增 量 ， 


$3 ERASE 


1. 概念 与 计算 

VER e f, DEKR D Fd SO feo, VR fu Go, DR 
FE. BTR, RFK Sa, MSE, DEKR DARRERE 
v. y 的 函数 . ;因此 也 可 以 再 讨论 它们 关于 或 关于 9 的 篇 导数 ， 
这 种 偏 导 数 就 称 为 函数 2 二 f(z, aD HEEL Fr fà. DIR, fu, y) 


关于 2 的 偏 导数 UI aeos fo, y) 关于 名 的 二 阶 篇 导数 , 记 
PL iR fee. ZEMA, WIE 


PU pog PE, fas, 


Ce maaan wm Pt EE FP TT he pin a ABe EE 


ec mx 
2o af 
iiy y 3 或 fu. 


pii AREA a, y)—mcos y--ye^ 的 二 阶 偶 导 数 E 


Gf ef æf 
yðr Ozóy^ Op 
解 ” 先 求 ,jx， 幼 的 一 阶 偏 导数 ,得 
Jele, y) —o0s y - ye*, 
Jy, y) -esm yte, | 
对 它们 再 求 偏 导数 , 就 得 到 二 阶 偏 导 数 . 


ef 


-3 > 


fry 和 FRE fo, )XT egy 的 二 阶 混合 仿 导 数 . 在 
上 全 中 这 两 个 混合 偏 导 数 是 相等 的 ， 那 末 , 对 于 一 般 范 数 fn, y) 


言 , 这 个 结论 是 否 也 成 立 呢 ? 下 述 定理 将 回答 这 个 问题， 


定理 2.6 iE =S, EAE, VR T ERE fi 


数 Sar 和 Jye 都 存在 且 连 续 , 则 
Jet Y) =fr, y). 
证 明 ”对 于 42-0, 49230,2435 
ple, y) — f (z-- Ac, y) - f (m, y), 
dm, y) — f (e, y+ Ay) — f (s, y), 
«07 f (r+ de, y-F dy) - fm, y+ Ay) 
20 7f (et o, y) f (m, y). 
利用 ple, y) I EHE w PCS XT PITE X. 
we-p(z, y+ Ay) - e(z, y). -— 4) 
a = ponet hej- Hoy) - Hay, Yt 


aeai e^ . 


(2.28) 


TE RIA FM 87 
ARPER TE o fen] 
w= pyle, up H dyi Ay 
= (f (æt de, gj 7 dy) 
— fyl. y o0 MY Ay 
=f t Hodr, y- B AD Ax dy, 
(2.94) 
JEn o6. 1, O-CÓ.-—1,. GRE diim, y) 
XH] DIU ve 写成 
ac mapu de, oq) —ib(m, y). 


D 


Gat An ytAo 


YER RE -a "E lu 
Wy (m Our, gie Db Ay, 72. 255 


其 中 0-25, 71, 00,1. pe mia (2.245 310 (2.25) , fii 

fa: Cade, y Ud) — faux n dr, y-- Gady), 
HP fye 各 fo 在 这, 久 处 部 是 连续 的 , 因而 令 dao0, 4y0, Bi 
ERRIA.. e] 

ATELE u= f, y, e), iB EE RT IZR ERO SH, 
WR (e - Bri a Mr e He SEE ARTE P, 也 有 相应 结果 : 

Ugy = Uye, Uy 一 Ms Ua oes (2.28) 

HRE ARE u= f(e, v, oA E ra rU D SEO. EMEA d 
导数 存在 是 连续 的 条 件 下 ,同样 可 有 类 似 结 论 ,例如 


Mags 77 Uray =| Un, (2.27) 
BI2 设 u=j( ay, Z), 于 的 各 种 二 阶 偏 呈 数 都 存在 旦 连续 , 
WR D. 
解 eé- uo Wu foy, yc iru sn, 
£-ry, n= i MURR HUN, BERE A BORER N RE. 
Ov Qu OE , Ou Kul za u n 1 eu. 
Ox E Or | Om ör a y Op 


$E op. 也 部 是 以 ,为 中 间 变 量 的 关于 o y MALE. A 


w. 
~. Ty- 


T — ay mm vai ed or so am a a m e aa 


88 Ea EREDE 
Ou o (Ou 2 f u 
R 5. ar koc BE /^ Oy «0€ ). actor): es 4 ) 时 也 都 应 根据 复 
全 本 ME FEL. 于 是 
Fu 0 ( 9u Y, 0 1 1 æu 
Or Ox ui OE öx y e 


fih 
0 1 2 fu 
=Y or Co) a 27) 


E [ 2u 9€ , Pu a 
“i O0£" Or ana Om 


«i Ou 0¢ Pu 2n] 


LEM E y Or 
Pu Ou Fu 1 Zu 
iM uH yh Ay 
根据 假设 ,混合 偏 导数 ae papy 都 是 连续 的 , 因而 按 定理 2.6 


它们 应 相等 ， 于 是 最 后 可 得 
eu 2 Pu a hr 过 e^ 
Qa 7 gg zs i PI n 
例 3 设 2 一 7(z 二 on 二 g2- ct), HP SA g 者 是 具有 二 阶 
XE HE SM T TER, eR E d c 是 一 个 常量 ， 试 证 明 下 列 
关系 式 成 立 : 


az a O?2 
QU o Qu 
HE uero v=r—ct, H z REH Aef u) tgo, 
u=r— ct, 9 一 一 0t 组 成 的 关于 2、 的 复合 函数 .根据 复合 函数 


求 导 法 则 , 便 有 


x _ df.Ou 4-42, Ov od 0.09 
Ot | du & de æ du dy * 
æ | df Ou | dg Ov, df , dg. 
Ox du æ dw Ox du dw 


EL EAE 也 分 别 是 以 4 和 o 为 中 同 变量 的 关于 
zi 的 复合 函数 。 再 应 用 复合 函数 求 导 法 则 , 可 得 


Li 
a 


$5 map Yom m 


d du^ ot T di? Qt 


9x ,O0(dfY ,9 (29) er Du e EY Ov 


du 


P Ob ` du el 
一 人 ur. 24- dy . 
du da 


=l Cy Ov 
du* àr dw ör 


ge cQ Y ed „Tf ĉu, 
Or  Or*Ndu/- 


Qs 2 Oz 
ES t ET mis ET 


— 36 BR FR] 46 3] Cy Tor) Ze SX tio rr] E 3948 76 BREED, 
为 了 简单 起 见 . ed EUBEIE UG BREITE SL, EUH EP: REA i pb 
EJ 34 v 6 AR In UC. 

定理 2.7 Jod cf, TER (mo, vo) BLA 5 邻 域内 县 有 
nti 阶 连 续 偏 导数 , 旦 点 (ao1z go: 请 也 在 此 5 邻 域内 , 则 


FGvth, qoe) =f (zo, yo) (hope E) yo) 


ol yy c9. AT ` 
Ua uM 2) f (vo, So) 


CRT | 
十 … i AOA A teg) f Gro, Yo) 2- Es, 


(2.28) 
Am Q 8 
(h dr k a; Jf Yo pu 


= h, fü. Vo) -Hk ay fm Vo), 
j «2 
(2 9 E 2j J (o, Yo) 


=h? -rS (Xo, Yo) 全 M gy T o Yo) 


+Å” As f uo, Uo) ， 
其 余 以 此 类 推 ; 


er 


90 GEO den RU USE 


R.- n" DO f (Gy 8h, go 0k), 


(0-0 1) (2.29) 
称 此 Be 为 拉 格 旭日 (Jagrange) gA. 
WEB] 先 引进 一 个 参 变量 如 $ e= rotth, y—yoctk. Yt-— 
pin: E 
p (t) — f laot th, yottk) (-1«t«l. 
显然 , p(0) f (to, yo), e CD =f (wo 十 有 yo 十 如 .应 用 一 元 函数 
的 泰勒 公式 可 以 把 g(1) 写 成 下 列 形式 . 


pl1)=9(0) +g (0) e 9" (0) 十 … 十 i-e" (9) 
1 n1) 
irc Dr g^), 


其 中 0<8<1， 根据 8 人 6 的 定义, 便 知 
9/(0) =f- (2, yo) + hfs (ao, y0) e (h Bi th o) Co, vo), 
g” (0) = Vf as (zo, Vo) -F2hkfey (Zo, yo) + Pj, e Yo) 


(Ae e) fs vo. 


qf? (0) =ù} LL ar) Jn Vo); 
o») 一 (及 -党 二 z) f (ey Oh, yo 02D. 
把 这 些 结果 代入 上 面 oCD 的 展开 式 , 并 注意 到 p0) — f (wo, yo), 
Q (1) =f (roth, yot k) , ENAA (2. X, 1 

在 定理 2.7 rp, RIBE PEE ZE 2 Gm, e Ha 邻 域内 "二 1 阶 偏 
导数 都 存在 旦 连续 ， 因 而 在 这 个 条 件 下 , 必 存 在 一 个 正 数 上 ,使 得 
fc, 9) dE(o--8À, yod- 0k) 处 的 各 个 ”十 1 阶 偏 导 数 的 绝对 值 部 
不 超过 五 ， 于 是 可 知 余 项 人 .29) 的 绝对 值 


|, | (A | Ep 


gud. cm 
(4-1)! 


$4 R mo 91 


or) ETE) 


(n-i CEED hèd kt 
ant! 'K 

<- - (A4 A34 pi yen 
Gne EDI SO sp 


浆 为 Ih| MV 二 她 GS TE AUASEES 于 是 有 


[R.| 去- 2n E /pdf 
CRE S Tr sF E 
"dy La pus es 
Bg À—0. k id: Tv pe >0， 故 
-ol ME phy, (2.30) 
E: usus P y) zr ryty 的 泰勒 展开 式 ， 


解 ” 因 为 
Jelæ, y) =20 1 2y, fule, y) — 3v 4y, 
Jut, y) —2, JG, y) —2, Jut, V) =4, 
fon, wy) TRAWA EE PR (2.28) 可 得 到 
'E P ER RET SAT. 
JG, y E) =f le, y) + (a2. dpi 5) TN 


tarle, x^ z7 ) fis WD +B 
= RY ham Dy) ek(2rada) 


+y E Ahk- Ak) 
=g? æy -+ 24y^-- 2(h ke Dy 
u hx 23hb--2£? 


S$4 m og 数 

TI 路 函数 存在 定理 

BAE Fæ, y) = 0 dX TEES PI, ERE o 值 玫 有 唯一 确定 
W y 值 满足 这 个 方程 . 那 本 .在 此 范围 内 ,方程 环 (z y) 一 0 就 确定 
gAERE Syd ARRE y FG) ORI (m, fe). 
KETAR EHAR OU ERA dk. WR, dE E A AE TEC f 


arn, e meas AL HAMM TR ona I Mer Ulo T em ov 


HIE SEERY 


Els, y) 一 0 确定 了 一 个 隐 函 数 ? 这 种 隐 函 数 的 导数 又 如 何 确定 
呢 ? 为 此 ， 我 们 先 考 察 方程 vy 
一 4 一 0， 它 的 图 形 是 一 个 单位 贺 . 
由 图 2.7 容 易 得 出 下 列 结论 : 

CD HEUS E, BR, OAM 
(—1, 0) 这 两 点 外 ， 任 一 点 处 都 存 
在 一 个 5 邻 域 ,在 此 3 邻 域内 方程 
zy —1—0 唯一 确定 了 函数 关系 
RUNE 而 且 曲 线 在 这 种 点 处 
的 切线 全 

(2) TOEBUR. E RC, 0) 和 
(—1, 0) 这 两 点 外 , 任 一 点 处 也 都 存在 一 个 3 邻 域 , 在 此 5 邻 域内 
方程 ij -1—0 Edu T HEC y 一 ~ 一 2, 而 且 曲 线 
在 这 种 点 处 的 切线 斜率 也 者 是 有 限 值 . 

(3) AG, 0) 和 (一 1, 0) 欧 任 一 8 邻 域内 ,一 个 42 值 林 能 有 两 
个 满足 方程 ty l= 的 y ha 与 它 对 应 ， 因 而 这 时 “与 y Z 
的 关系 不 是 函数 关 这 两 点 处 的 切 此 斜率 co, 
PIPER 连续 性 .可 导 性 的 定理 . Un 
存 理论 二 和 计算 上 者 很 重要 ， 但 是 对 于 这 些 定理 我 们 将 都 不 予以 
证 明 ， 

定理 &.8 BARF (na, 22, co, Xa 2D. TERR QU, 09, co, Bas 
4 的 一 个 8 邻 域内 连续 ， 并 具有 一 阶 连 续 俩 导数 Eee …、 
Po, Fy X F(E, 22, o, a2, y?) 20, Fyi, et, 5, my y?) *0, 
则 在 此 5 BIRR, TIR Fa, vao. m. Y) —0 "E — 88 E Y — 7 
连续 函数 gy 一 了 (zi, mac, n) (ERR AE 

Fm, ra +, Æp fr Ta, tt, zn)) 7&0), 
B. ye f (a5, 22, -, a) , ERO m Fn, ms rn, 0) 8 EET 


PE x is fa -F (2.81) 
定理 2.8 pu ER CUN (2.81) 不 必 硬 记 ， 事 


图 2.7 


&4 B X ot 93 


S b. 当 定 理 的 假设 条件 满足 时 ， 在 所 述 的 $ 邻 工 内 , F—0 确定 

q —4 HUE y— fus oa o, Tn) TÆ Ò SERRA TC ST. 
Fm, Ts 5,2, Aid ma, te, 0,3) — 0, 

对 上 上 面 等 式 的 西端 都 关于 mi 人 一 1 2, nn, DOR AES, 运用 复合 

函数 求 导 法 则 便 得 


aF Ər 
E =ù 
OX; ey [479 
从 而 式 (3.34 AA TE 
例 1 RERA Hyt P0 P A ROC TL, a 


以 及 它们 在 点 (1, 1， 一 上 0 处 的 值 . 
KE i Fiz, y, 2) =i dyst s z?" p 4a 


F= 2r? 
E= R, 
F =y- t 2272 十 323. 
EX G.30, fi 8 
Oz F. -- Zac? 
Ox F, yte 088^? 
E Frs 
Əy E ^ yc2x—89$ " 
它们 在 点 人 1, —1) 2ERS (HE 08 73 
A mS TaN 
ex | 工 


Oy inb 27 
5802. Utm zz, y EB FG -z, D 所 确定 
的 隐 务 数 ， 丸 的 一 阶 偏 导 数 都 存在 且 连 续 , RR D m 
f ^ Ubu—rezcv0—y-c, WIE Fer, us «:0 可 写成 
F(u, v) = 一 0， 对 比方 程 的 两 端 关 本 < 求 仿 导数， 得 
ov 
er 


# 实 际 下 «DB FE IEGB SE np RUE Ri T 组 成 的 变量 nsu 的 复合 函数 ， 


* 二 一 -L EF, = 


B 


"mE"———————— és ee Tm 
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ij v dd 上 可 大 作 是 通过 中 辣 变 量 欠 “组 成 的 变量 e y HES 
BRE. 3m HEEL Gr ERGO Se EDU, 08 48 


eu. Ou Oz | 92 
Or e Or 2v? 


Or __ êL Oy 2r, 22 
or y Or ös er æ’ 
将 所 得 E, EO qmi dr ng s 
LT NM 
Or Ep FS 
同样 , 如 时 对 方程 了 oo 2 —0 的 两 端 关于 g 求 偏 导 数 ， 便 可 
得 到 


| PF 
Oy Fu- Pn 
Tad du ATEH ARATE, REME 
式 上 对方 称 织 的 路 申 数 求 导 法 作 探讨 ， 从 而 导出 函数 行列 式 的 概 


A 


nt^. 
2， 话 数 行 列 式 
先 考察 方程 组 
[ £m, Ens Y1, Y2) =Ù, (2.92: 
| Fal, £o, a, Ja) =O. 
假设 这 个 方程 组 在 一 定 条 件 下 能 确定 可 微 泛 数 
i fi (2;, t3), 
jn Ya). 
Ap x. Je Yon. cu 的 篇 导 数 , 将 式 局 .3 代入 (人 .32) ,得 
司 等 式 


2.885 


| Fin, £s, faiti, T3), fam, £3) ) =Q, 
Ez n, Ca, fa (a4, xo) 3 fa (24, £3)? =0, 
AB ERRIA ET z: RIR 1 
ôN, OF, Of, | OF, fa 
| o T ET Or, | Oy; Om ^? nf 
] op. o. afs , aks 0 2 
Uar C Oy, Om öy Om. 


z 0, 


$4 K M 


Am Fu Fo Mia ERRET OROERE 
Tid 


e P. 
DCF, Fo y 


Di, qs 


HK, 25 


Dis, yz) D 


Hi, n DUAL O Sb ipia A. Os 
Hi iči 


Dam, 


DE Fs. FR 


3: DE. po id 
Hd, Doy yd QF; 


DF, n 
D Wis 


应用 同样 的 方法 可 以 求 得 DA e, 


Os 
XDTCOPREÉB2.89:, NM 


IS ELE ZR TE. i TO 
一 般 地 ， 老舍 方程 组 


F x (m4, M 


MEE. 


^, 
EA Ea, EUR 


PE 


- Pr 


"uu" 
F miU, ttt, Ta. 74, 
t» 


SE ART EAS Xp m ri i PUE P. 


dei os Gh HecH vam e ne dolores ra EE Wen ur m onore rg eae amm Am 80 Uy on 


数 


DA 


. DCF, Fo) 
Va) / 


z9 / 


tt, Yr, 


95 


对 PF. Fide FRA 
E 
Oy 


.85) 
TT. 


‘DEF. F 2) 
DA, ys; ? 
ADF, Fa) 
Dis, ys) ? 

oF, 

Oy» 


2 
i " 
EX 

P 
GF, 
Ory 


I IR I PER Ba R Ze fi T 


3076 Ym) =0, 


Few (2.86) 


e, Ym) =0, 


OF, ôF, QFs 
ey ys y, 
Fa ob 3 oF 2 


De Pac, Em BW Bn | (2.80) 


LI ? 


D m ty | uses 


OF. En EEn 
O ys Oym 


PEE US FS. Fs, FQXYER yos Y2 e, ys 的 函数 行列 
式 或 雅 可 比 CJacobi) 行 列 式 。， 其 中 ww 阶 行列 式 可 按 下面 的 弟 推 公 
式 进行 计算 ， 


11 G1» t Mim 


Cal Gaa G2» 
Gp t Go» Gon 
an t23 dm | | Gn £u A Im | 
a 23; £i; D 35 n 
= 11 42 xs 70m t. žil 33 n | 
| i 
| 


Am2? Oms dr Unos Eco fima id [2m i 


Ant m2 7U Ommi 
下 面 我 们 介绍 关于 函数 行列 式 的 两 条 性 质 , 伍 都 不 给 予 让 明 ， 
HEAL 设 十 到 函数 都 在 区 域 D 中 具 厂 关于 一 切 变 元 的 连续 
Ji FAG 
Vim fim, va, c, m), 
Va falzi, Za, 2$), 
Yn= fa (i, ma, n, Las 


并 且 通 过 下 列 函 数组 定义 了 区 域 琅 到 区 域 刀 的 映射 ; 


$4 [m up e 97 


T= Qu (fs, ta, TE. DR 
7275 Qo (14, ta, a £t), 
T, = afa, Ía, tt, Én), 
Vj FLERES p peco ap TE D WAT 06 0 f 59 C REE T. 
连续 , Qu 
P oya glett Ho o Dig We. tt, Yad 
kh Heu u Fe] 
Dun T: WAV DEF eR ) D 
y ct en 2.88) 
Dí da [A 2, » a) 5 ( ` 
这 个 性 路 互 以 看 成 是 复合 通 数 s=p H EPR ANR 


dy _ dy dE s 
E a O 


TEER 2. op AKARE RR D rH EUTEXUCT — DEAESU INI E 6: 


( iom fa Ea, Wo, tt, my), 
Y2- falt, Ta, t**, f$), 


eaassertateon 


T47 pun, 2/2, TTE Vs), 
wa — Qa(y1, Ya, niger Vs), 
En = Quy, Ya, BRUT , Yn) 
toD TE 导数 也 存在 且 连 续 ， pu 
Dis de, 7 yu, Dima, ma, tt, m) 20 
Dune ase x. Mew 
这 个 性 质 训 以 看 成 是 反 函 数 求 导 公式 Dm LR 
3. 方程 组 的 隐 函 数 存在 定理 
下 两 叙述 方程 织 人 2.36) 的 隐 范 数 存 弄 定 理 ， 方 程 组 人. 生 ) 的 
ELSAU adven) DIRGOPUAE EE 
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定理 2.9 24: P4 Fn, ttt, Ny, Yis 705, Ym) ($—1, 2, TU 
MYE (a, e, mu 4A, cos Ym) 的 某 3 邻 域内 都 是 连续 的 , 旦 它们 的 
一 切 偏 导数 也 部 存在 且 连 续 ， 又 Fi s, m Yi, s Ym) =O 


LER] ` 
—1,2,—, m), AARRE 25 Ea iu Te. de (al, 


Wa, i, r0, Vm) XE BU BLUR AE T E, DU T RH 
Fi, ty Eas 14, 775, V») -0, 
F'a(ma, t, Em Yi, t, Ym) 0, 


CETTE 


"T 
, 


Fas, 7t, ms, as t, Vs) 0 
TEM (M, ce, mn yi e ys) 的 6 邻 域 内 唯一 确定 了 一 组 函数 关 
系 式 
qim file, La, c, Enda 


Ya= falti, La, +, Ln), 


Yn fn xa, Sa, 0, La) 
《 即 满足 Jis, rn, muy fuco, Jm) m0 —1, 2, 5, m), Hm fs 
BIA falai, Za, n, Ea) (E i, 3, o, m), yd fan, m» rn, m) 
(ó—1, 2, -«, m),H. f, HE — Ut xe 54g 8j 
Dn, y Fp, o, FS) 


fi . ut D pi. UM gi. tt, s) 
i DBO. e, Fe. oe. Pu) 
Dígs, e, Yn, tn, Ym) 

(k=1, 2, use. m, j-—1, 2, UU, n). (2.40) 


例 3 给 定 丙 数 方程 组 
| +y? —uv—0, 


gy- uwt s? —0, 
wok Poe M uuo, y) Rl oceQs, y) 的 偏 导数 Du 
Qu O» Ov 
Oy Or^ Oy' 
解 ” 设 号 数 


$4 隐 Ag 9t 


[Fins y, 0) mt au 


| Fam, y, u, v) —ay u tHo, 


于 是 可 得 
S. on DFi coy 8 up uel - 
Ór ^ Dy 795 DB, 75 gy d 


ks 4 Fs = ES o= Pu, S: m 


"er Vg. ey zi ^ CÓ. 
由 此 可 算得 函数 行列 式 


OF. OF 
i " E 
DF, Fa £u Qv iun) i : = — 2 uv) 
D(w 9) |8F, OF, |7%™ 2e 
u æ 
| DF, DK, | 
D(F-, F Qn ev re - 
Dis. Ne d | = Arv -uy, 
C ar OB's 1y 2v 
OX ov 
lop o PF. | 
(FF. EM Óu ex u-— 
Petan Filiee Bej im- 
be 1s OF. |-2« y| 


TS dE X (2.40) ,使得 
Ou E Di F x Fo) J DC, Fe) 2 Agy Huy 


ôr — Diu, / D (u, 1) — 2(u4 22) 
v Dik Fo JD F, Fò _ drw- wy 
Ox Du, 2) dou, v) 2 (u? 4-9*)* 


Ez Fi [a] 623 iE PT RU 
eu 4yt--cwu — Qo — 4yu— sv 


y 20/4 vy Oy  2ü)8—wy 
作为 这 逢 微分 法 的 应 用 ,我 们 下 面 讨论 由 方程 Fa, y, 2) -0 
形式 给 出 的 曲面 的 法 向 。 GU gH d B3; R Fm, y, 2) —0 fh iH, 
(£o, Yo, t9) 为 曲面 上 的 一 点 ; 肝 Fro, go zo) 0), WE FG, y, 2) 
的 一 阶 偏 导数 Fe, Fu Ba 在 点 (Xo. Vo, 29) 的 某 一 3 邻 域内 都 存 


一 or ta n 


100 Ald» FL 


在 有 连续 , m FL Faro, yo, 2o) 580, Jb, 根据 定型 2.8， 可 知 在 此 
6 ABERA URE E(w, y, 2) =E T —"p PAN s Fon, n, Il fa 


E Je i TERR 19) fi di od em e, DE Gn, 


Yo, 2o) 处 的 法 问 最 可 以 改写 为 
n= —f.(xe, ya)i — fi, iW) ck 

= Falto, Yo to) ja Pitto Yo 20) gaik, 

F (Zo, Yo, Zo) F a (Zo, Vo, Zo) 
BAR, TE o Vo, so) 的 该 5 BIRAN F C, y, 2) —0 所 表示 的 曲 
Tij dx RC GR e— f (o, s) BER D d. S ERI e fe do E d 
[E (v, y, z) 20 EA (zo, vo, 20) ZETA D] EE. HAE 

N= PF, (xo, yo, Zi + Fulto, Yos 29)J 

+F,(vo, Vo, žo) FE (2.41) 

也 应 是 曲面 (m, y, 2) =0 在 点 (xo, Vo, so) 处 的 法 向 量 . 实际 上 ， 
Xm F, y, 2-017808, 变量 xz、y、% 的 地 位 是 相间 的 ， 不 
一 定 要 把 xz、y 作为 自 变 量 , dU o EXE ER A. DEUS S 
数 Fa Fy, FLYER (Xo, Vo, so) 的 某 一 就 域内 存在 且 连 续 ， 
Falto, fo, 20) Fa (to , Yo, 20) Fe (2o, Vo, 20) 三 者 不 全 为 零 , 就 可 
AR (2.41) rp fg N BUD dl jap F (o, y, z) =0 1E Si (o, Vo, so 处 
的 一 个 法 向 量 ， 


z? . efa b 
例 & BOR HER E S 4 Va a -1t A (fy Ju 
-各 
M GFG, wet cl, 本 球 柯 方程 就 成 为 
F(z, y, 区 一 0 的 形式 ， 易 知 


2 2 g 
at Az 
F- PE ,= 三 y P, = 


gu . 
由 式 (2.41) 可 知 椭 球 曾 在 点 (~ 等， 一 ,~ 和 -处 的 法 向 量 为 
2 lx. 2 
N ETIAM Tapn 36 


&4d A 6 fj i. 

Ji AREER ROTE CS ABB IY p Tp 
2 f a ` 2 G-J 
gue asp 2 {4 ~ 
~ ya’ VE! ) M C Ny, 

A CON 

十 --- 二 一 -{ 2 —- —(. 
mi (0 ( MS ) 
化 简 后 可 得 二 +E NDA 
例 5* vun 8r 1 y! -c-2 ]p—4- UFTgE-, Tu 


` 1ü0z--2y —32—2T, 
RAERD. | i 
q 4g --2—0. 


Wü WR Fr, y, D-09497. 于 是 有 
Fe= 6e, Fy= 2y, F.— -2¢. 
WAE oc 7g EA Co Yo, o) ARKI UE t. W ej R 
N —6ryb : 2y,4 — 22k 
JE m HAERES. 
由 式 纺 .66) 可知 过 直线 五 的 平面 束 方 程 为 
10m=-2y. 2: 2T--A(zcy- 2)-0, 
A o HJZITRiU EDT: LIRIE. IEI fH s RRE X nitlpX D 
到 形式 
n-—(10--2)i-— (24-253 (2+K. 
Bp nf N, 点 Ge e c PEZ: Epi 9r: y^—:2-—2Y EB. XGkXKT 
上 ， 故 平面 所 对 应 的 实数 入 和 wo、 Yo, zo ZI IB T XB 方程 
iH. 
Wiis SU. IlGTS 
6x 3 EG = 
3 y3 —22 27 0, 
CIO A) afe (24:A) 3g -. (34-2229 — 27 —0, 
求解 此 方程 组 可 得 两 组 解 ， 


Xo=3, Y= l, 297-1, Am —1; 


2 


或 Xo 一 —8, Vo —17, Zo 一 —1^7, A —19. 
故 所 求 的 切 平 面 共 有 两 个 , LUPA RIO 
Wh 
= Ta, 


Om erm A 252i ADMI APR OMS P MART S AAA EG RE S aa O s noH same s n al MÉ opa pae mmea Sa e saves s 
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9g- y —2 - 21 7:0, 


和 9w- Ly iTe 121 0, 
Been £4OEUA I B IBS USE HE RR, 设 明 面 虫 下 
列 参 数 形式 给 出 ; 
r—cv(u, 9), 
| v), (2.42) 
z—z(u,4). 


设 mo— w(Uo, 7o), jo Yy lUo, Vo), Zo Z(Ua. Vo), HI iX Moo, to, 2o) 
为 监 面 上 的 一 点 .我 们 现 要 求 曲 而 这 一 点 处 的 切 平面 方程 . 当然 关 
bx ROS gf uc h e Xx — LAE TI 1 22: j6] PIE n, n SR PR m (Qu, v). 
yiu, v). zu, 01 灼 各 种 一 阶 偏 导 数 都 存在 、 连 续 ， 且 在 (uo, vo) 


uw, y) DY, Due 不全 为 过 
Ab, mE 3) 式 Tu. v^ Du, a) Du, v) 不 全 为 零 ,不 


EL Dos e x "n - " 


Fala, y, wu, $) amu, v) -- m0, 
[ne y, w, v)-y(u, v) -y-0 
确定 了 一 组 函数 
tur, y), 
(es y). 
这 样 .曲面 方程 就 可 化 为 
z-—z(ui(s, y), ve, 92. 
根据 复合 西数 的 求 导 法 则 和 定理 2.9 易 知 ， 它 的 偏 导数 Tom 
BE 在 (zo, yo IE ò RAEE ES, TA "n yo) 
处 可 微 ,因此 相应 的 曲面 在 (zo, Yos t9) AS JEDER TJ. 
现在 考察 由 参数 方 各 (2.42) 给 出 的 戎 而 二 过 点 (zo, go. so) 的 
4 了 虎 线 和 ?Y 曲线， 显然 此 % 晓 线 可 写成 下 列 参数 方程 形式 : 
vu, vo), 
| y=y (u, to), 


L 5-6, vo), 


因明 


A ar 

Or un. 99), 

Ty innu 2074 
eh? 


上 -2 
e 


OU V k 
cC, 
23 Wf, ^t MH x, (ra. Yos Zo) 处 
HHE. [PEE 向量 图 2.8 
Br tp To) jy OY (Vos to) gj, One. e) y 
(D en Qv 


为 bo 电线 在 点 34 Va o AEREI. TAE 


T. 


n I Tau x T A x 
© ĝu ĝu ğu 
| 8 eu Og 
rö dr On 
m UE j PC, 9) | ; 
L 7 人 dead Du, v, | 


十 到: N, k (2.48) 


D wii, By {un Te) 
FE HEIHE To, Vo, zo? XB PA (up t CL FS] 2.8). 
906 R diii 
z= g ch ucos o, 
y=b ch usin v, 
z =8hu 
Ea ho TATEN EAR. 
解 和 这 关于 参数 公 4 的 仿 导 数 分 别 为 : 


OX ex : 
c —ashucoss, ——- . achusim y, 
ü Qv 


eu . [2 
A = shusin v, ls ch ucos v, 


eppen no vem. ame ef amo a cin a n veas (00.05 —- 9o A ceo m em e 


i04 FIE STARANNE 


Ox : d... 
fu - chu, v Q, 
mY. " 
当 (u o-(0 T) 84 
P Mm i 
vU y3: y Aat z 0, 
Or Q fuo a 
p Qu ^ Qu 1s 
Ou a Wb o 
Y p Óv aj 9 * eh z 
JD(y 2. 5 Deo a  Dím,9)..g 
D(u, v) /2' Du, 9) 2" D(u, v) 
TÆRER HUY KIEA 
b a a b 
REED ^) lE J 3 
化 简 得 bz--ay-- ~ Zab. 
$5 极 值 与 条 件 极 值 
1. H 


MERZ e — f (m, go dE Momo, vo) fion 5 SEX N., Mo). 
HERL 
f wo, yo) «fm, Y), (2.44) 
则 称 画 数 f (m, y) TE Go, yo) LEES] ACD li f (co, Ya), HPR (mo, yo) 
HFa, REGE A. 如 果 在 NICMQ Pio, y) sh (Xe, yo) Bs 
ERE l 
f(x, Yo) Cf Y), (2.45) 
FR (to Vo) 79 f (v, 的 严格 极 小 信和 点， 类 似 地 ， 可 定义 函数 
fie, 奶 的 极 大 值 . 极 大 值 点 和 严格 极 大 值 点 的 概念 . ERE Fr, y) 
欧 极 小 值 与 极 大 值 统 称 f(z, VD But, PRA f (m, 的 极 小 值 点 
EL ES VE d SE, y) SET 
设 点 Moizo, yo) 为 函数 z= 了 (zx, y) BR AS BEL TTC 
m. AX 在 Mo 的 某 一 5 B3 N (Mo 内 当然 应 成 立 


一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一- 一- 
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fs YD EF Gn, Ya), (x, We) EN: Mo). 
AUEEdEVL, =o MW AIG XE fr, go) BS REUS. Daun, X 
FG, 3D f£ Gra, ob XUY e Pp CHE Jaa, Yo TEE, WEA 
feto, yo) 一 0. 

MIFE, ASCE, TE wo YOAT y Kia TA Pu Gne, yo) 存在. 则 
应 有 
于 是 可 有 下 列 定 再， 

定理 2.10 ‘ 极 值 点 的 必要 条 件 )” 设 点 型 o(zo，gyo) 为 函数 
fc. DO FETAL. Hf Gn, 级 在 Molto yo) pnr X, W f (e, y) E 
Y UI I] p Ss C 48 7) E, D 

fatto, Uo! fu Zo, yo) —O. (2.46) 
我 们 称 画 数 Cos v) P Bp s 5$ 3m 7a EE (m, v) CDI 
falt, go m fan, y) -0 

RR PRA Sæ, 让 的 迁 留 点 ， 定 部 2.10 BEBH, dup Bip fm, y) 
在 它 的 航 值 点 处 可 微 ， 录 来 棋 值 点 … 定 是 一 个 迄 留 点 、 但 反之 二 
ME. (Bag, (0, 0) MERGE KR =e ^ yu PR. ER 
(1.110) At z—a- y^ Bü Bam E zn$xg ARL. 易 
Ap (0, 0) E 2EASJE ERST em e y f — TR RU. 

ATARATA SE, OREAK Rir az= f aey) 


在 (zoyo) KEW ILES Ur o (A ek 2) frog). 
ADREAEI HE REOS OR EU AM k, 此 二 阶 项 全 为 正 , 即 


(^ D ex an) FG. 网 >0， (2.47) 


fy xo, Yo) 一 和. 


则 称 关于 盛大 的 二 站 型 (Uer) Seo go) Jane. dmn 
JOUET EE QC APER AR k OMINI, B 
(a-f e e fe, yo) <0, (2.48) 


则 称 关于 性 ety don (a Deb 2) fin, v9J& à 6. 
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定理 %.11( 极 值 点 的 充分 条 件 ) KASO, y 
Meo(zo, yo) 的 菜 一 6 AB EX NUM) 内 具有 二 阶 连 续 俯 时 数 ， 
Mos, yo) f(m, y) Bg —^ 3 EX, HAFA 天 的 二 次 型 


(n Lo d) fs. 网 是 正定 (或 负 定 ) 的 更 点 Moore, qd 


HKR 2 — f Go, 妇 的 严格 级 小 值 点 (或 严格 极 大 值 点 ) 。 
证 明 ” 按 未 勒 展开 式 , 有 
fo F^, yotk) E Yo) 


=à} -2 T VRAE k-z 2) f (a, Vo) 
i i04 is jen fizo! Oh, y, 02), — (8.49) 


其 中 zb. 因为 Molto, Yo’ Hf, y) 的 逗留 点 ， Bl 
fe to. Mo) =0, Jikto, Yo) =0 


故 一 阶 项 (a fre, yo) 0. 


ox 
把 二 阶 项 展开 , 式 (2.49) 可 写成 
Jf Goth, yot &) — f (to, Yo) 


-E fe (got 8h, yo-1-0E) + Qhkfoy cot Oh, yo+0k) 


ET f uy rot ik, yo OE). (2.50) 
因为 我 们 假设 FQ, y) 的 二 阶 偏 导 数 Fus, Sey, fw TE (mo, Yo) 处 都 
是 连续 的 .所 以 可 写成 

faa (Tot OR, yoi OF) — fes (to, yo) +a 
QW h-—90, £0 Fj, a-0), 

Jay zot Bh, yo OE) — fy (2o, yo 十 有 
QW 0, k50 时, 820), 

Ju Toth, Yot 8k) — fou (xo, Vo) +Y 
Q4 5-0, E50 ht, y 50). 

于 是 式 (2.50) 可 以 进一步 守成 
f (o--À, Yot E) —f (xo, o) 
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=+ ô an o Ng sa È e ALI RRL 2 
Q as LE 2 f (Xa. 9/92 d 2 (xh? --2 BRE + y. 
(2.51) 
à 


T R., C4 A0, E90 HJ, : taht- Bhk yk Æ E 3 mU 


E) Seo WERAMERA DE LAKNA ED 
J (2o. 20) ZE T SEI, i RIFE Mo(zo, zol Hg — A 9 $853 Ne Mo), 
使得 只 问 当 加 让 不 全 为 震 且 olh, zd k)€NIOMQ BI, 5X 
(2.51) EET 2s 1E , CL GEH Gro, yo) A HUE f Ce y) P RC] MEL A. 
ust, (o D. ek D) f Gs yo Moo BITS, STRE Eo o) 
为 了 2, 六 的 严 档 极 六 值 点 、 F 
下 面 进一步 考察 二 次 型 (5 M -Hk 2 ) fos yo 在 什么 条 人 性 
a ey 
下 是 正定 (或 负 定 ) 的 .为 了 书写 方 使 ,我们 令 
fac Gto, qo) =A, fau xo, yo) =B, futo yo) — C. 
于 是 有 (^de "e ) f (ao, dj) AP -3Bhk TOR. 
因为 
ACAM F2BhE--C&T) = (Ab --BEV--(AC | B5, 
(2.522 
所 以 当世 >>0 Bt- AC «O0 Bj, XE XE FARA AL k, 都 有 
Akt? Bh CES T0, 


$ 2 2 : "d Tf Vgl 总 下 (y 13 ž 
即 一 次 型 ( hos r2 fü wo GIRE, dui 4-0, B- 
AO «O0 M, xp TER ROSE A, k, WA 
Al? 2 Bhk a C0, 
8 ð i EU EP cM: Lr ET N TT ctt ad 
Hd (4 rs k "n ) nr? Ifo) Au 的 . PATE ar. mns. 
ex Ka 
2:18 2.18. HARS On n Yoon go R RERET 


H. m Lo. Ho e n 3 Falto Ho? :一 ii. dug T Ha. =z- C, E "na - Af: 
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«o, si uc (n 2 +k D) FG, ue Ao 时 是 正定 的 ， 在 
4 一 0 时 是 负 定 的 

那 未 ， 在 Bh A00 时， 点 (zu gd 是 否 可 能 成 为 两 数 
fm, 殷 的 极 值 点 呢 ? 实际 上 , "i B ACT-0 M, TEN Molo, o) 
的 任 一 AERP, BIETE Ceot Ra, uoc ka) FIL SR Qro Ta, Yoi- ke), 
使 得 


Ahj-T2Bh,k--Oki-0, (2.53) ， 
而 
2--2 Bhsks-- OR>0. (2.54) 
因为 ER ACHSE, Pi E00, CP 


AM --2Bhk-- OR? | A (Y -2n(^) +0 Je. 
ili — X — 
em (y +28 (4-0 
中 E*- 407-0, 故 必 存在 AR Ts, ei 
i 2 
(42) 2B (£ )ee«o 
和 A £21 ::2B (E+ 070, 


而 且 不 妨 要 求 这 种 ha, ka, ho, ka BRES, MEIRA (Totha, Yot ki) 
A lotka, Yorko ATE S 邻 域内 ， 于 是 式 (2.53) $ü(2.54)— 
定 成 立 ， 从 式 (2.51), (2.53) 和 (2.54) 就 不 难 知道 ， 此 时 所 
(ao, OBRERAS, iD BOLD, [Bo B* — AO —0 时 ,风尚 
不 能 断定 (0o, yo) EEA fx. 人 奶 的 一 个 极 值 点 ， 

Bii 在 xzOy iri b, M Ms, Ms 三 点 的 学 标 分 别 为 
(a, ba), (as, bs), (aa b). 试 存 二 角形 Mı Ms Ma ARR 
M (x, 从 ,使 得 M 到 和 M1、 大 a、 六 ,的 距离 的 平方 之 和 为 最 小 . 

R DEKAJ, OARE, DEM, Ma, Ms ZAE 
方 之 和 , 即 
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Fir, 1) = (e a)? - (9 a2)?— (e—a -t (y - b? 
+y ba? hly- ba’. 
KEMER f(m, 急 的 极 小 值 点 、 fr, aR RTR a A 
felz, y) = 68r —2a,—2a5— Qi, 
fylt, y) = 6y- 2h, 354 — 2h, 
El faim, y) —0 Tl ur, 10 —0 可 解 得 f(z, yOE— Bg R” CLER 
AE Ey Re. 


ma 


r= Ld aot its), 


3 


1 
yy (54 el- ba + ba) à 


f(z, p AET A AER LÁ Er fp e EON 
fre—6, fry=0, fy:: 6. 

FE BAO = —8820, A-6290, DA fox LR E70 Fr. yy 
RgME— BELLE. DEESA- SCR PAJA D, UNTIL EZ ER SLE 
为 三 角形 M.MsM;ZOHBIARCDAEABXGSO. BEZ A JE M: 
M; M: 的 重心 就 是 所 求 之 点 M., 

B2 REAR fn, iD =a a? 327 By — 9 — 4 RUEDA. 

E HK fF, 办 的 一 阶 偏 导 数 为 
Jel, y) = H+ 6x 一 9， 
falz, y) = -By Hy. 

S8z?4- 65 — 9=0, 

| 一 3 十 by 一 0， 


求解 方程 组 : 


可 得 到 了 (zx, NHAR 4 (1, 0, (1, D, (—8, 0), (78, D. 
FR f (Ge, 20 H0 ET p SUCI 3 
far ih, fam, fuum yT 0, 
Xp, Oh, P AC«Ó, AU, BEELCE, O JEFF (o, go fg 
WME EX. 
在 日 , Dik, B^ — AC 0, Br DA O3, 2) 不 是 f(z, D BORED. 
在 (一 3, OA, B*— A4C»0, BrIJC-8, 0) RAE fs, y) SA 


some tt Aure A CUP La AI ETE ei n eros opima Rm nos as 0s whos s t|] e s S ons so nee 


110 ZIE ”多 元 函数 微分 学 


值 点 ， 
fE(—3, 2) 8E, B— AC«0, 4<0, 所 以 (一 8 2) E f (o, y) 
的 一 个 极 大 值 点 . 
例 3 WEHA z= (1 十 ecos zyeY 有 无 穷 多 个 极 大 位 
点 ;但 无 极 小 值 点 . 
解 ” 易 求 得 一 入 篇 导数 : 
Z (1-8) (一 sin 2), 
— 
求解 方程 组 . | (二 十 6V) {《 一- sin c) = 0, 
j (cos 2 —1.—9)e/ —0, 


得 到 无 穷 多 个 逗留 点 ; 
(k=0, +1, He e. 
4 一 CO8 kx — 1i 

函数 的 二 阶 偏 导数 为 


Oz 
ox? 


Os _ (—sin zje" 
EET SINCE Td 


es 
oj? 
MOpe0, 9, +4, eM, e—kx, y=0, ERRER RA, 
A--—23,B-0, C— —1, KK 
B*— AO = - 9-0, A= —2«:0, 
FURRA PH CET RE ER HE: (ROC, DECRE OCIO RI. 
34 k=l, E83, Hp, v—km, y——2, 4EXCPIGERI RR AL. 
A-i-e7, B=0, C= —27 故 
B*— AC = (1+e 3e ?70, 
Bir ELGCERGSE ER a CR JS PRÉC BEER UC, E28 2.10, 可 知 这 个 
ES BREALBSCERMAR. Bre mS RE. 


= (1--e)(--cosa),- 


= (eos z — 2 — el, 
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2.* 最 小 二 乘法 

CB ES Gn, ge) n Y. XE Oy 坐标 而 上 这 些 点 

Jic — SÉ EE, BI ST A A ExTE SS RI 
y=ar rb 

AUEERTEd& o -5y ZARRA. [up An fu pit dE ERI RU 
REKAL DUAE M Uns Y), rns En 3 一 般 并 不 是 真正 同 处 在 
一 条 直线 上 ,对 寸 某 条 直线 y—ax--b, WRA QS 9 恰好 在 此 二 


线 上 , 则 应 满足 : 
gi axt- bs 


MU. 5 ars -h RAER. RAIA 
8,— y, — larit D) 

A dex NTC ERES2I.9. 两 

7j & nf ELE RS. 也 起 以 是 负 的 , BS 

此 我 们 不 能 用 2 X e 指 述 这 组 数据 

HER y-—azc-óBqE 3. [RE 


e -N4-NU. aa, — b)? 
zm 


ial 
友 在 .~ 定 意义 下 ， 反 映 了 这 组 数据 
LEGE y == ax4- ù GEI fg mE. E y= axt b 
Æ 29 


式 中 8 SA a R mE, SUC 
A 5) ， 我 们 要 求 找到 使 e b, df 
句 活 说， 就 是 要 求 画 数 s sa, O RREN, XE IX ORGAN 
和 我 们 出 下 列 数 学 符 污 来 表 洒 ; 

min lø, b). 
市 这 样 的 方法 所 确定 的 直线 y=ar-tD LER ROSE ARE, 20. 
Ta yAn D RIAT E tE. Aea, 0210 - 阶 
4i FR 


7 e 
ni Jia Gr bl x) 
" p 4 t 1 H 
euo Ci 
LU "n 
Y 
x UT» aequi dg M p. M atg (2.55 
Lu n 
- ^o——P— m v. 
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S E GOan-B 
— St20 » z,3-2nb. (2.56) 
os 0s » 

由 2 79 和 ET =0, 可 得 下 述 方程 组 . 
(à: aja ($ 2 b= X Z4, 
pa 2, Ja-- 2b 3 Vi. 
求解 方程 组 , 得 到 用 二 阶 行列 式 表 示 的 一 组 解 


(2.57) 


Dr m 
H4 求 一 条 对 于 数组 (0, 1), 0, $8), (2, 9). (8, 4.4 5 
在 最 小 -二 乘 意义 下 拟 合 最 佳 的 直线 . 
解 ” 易 知 对 于 这 组 数据 有 : 
n=5, 2-10, 3-15, 


> æ; = 80, 2 quu — 89. 
把 这 些 数值 代入 式 (2.57), 便 得 
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by 10 
L5 5| 195-1390 oo 
< 180 i10| 150-100 ^ 
10 5| 
|80 89' 
p- 10_15; 400—500 i 
UU B30 10. IDU- 100 一 
i10 5 | 
BIA (.55)80 (2.56) , (B nf f$ ela, OO BU - ET fS SUR 
Be , A n 
Ja? CEN 
M s mS 
ónób fa 
Qu e. 
gir 


因此 在 (&@, b = (0.9, 1.20 4h, A=60, B=20, C —10, B>- AC 
= —200-0, 由 此 可 知 这 点 就 是 sse 01 I — TCU TRAC. 
这 一 点 又 是 巩 数 e (o, b) Bg — 32 8173. Br bL (0.9, 1.2) j£ e(a, b) 
HeRR. FEHER 
y=0.9r-+1.2 
就 是 对 于 给 定数 组 在 最 小 二 乘 意 义 下 所 全 最 佳 的 直 组 . 
8. 条 件 极 值 
在 许多 实际 问题 中 往往 要 在 对 自 变 县 有 一 定 限 制 的 条 IET, 
求 某 个 多 元 函数 的 极 值 . 例如， 要 求 日 变量、 y. x 在 满足 
G(s, y, 2) =0 WREEF, RAK u= Fir, y, 办 的 极 小 信和 点 。 
REXHA XU FEE PE XX. 
minum, y, 2; 
s.t Gi, y, 20 -0, (2,585 
Hep s. t 为 英文 sabject to 之 缩写 , WUERT”. 如 果 问 题 是 
RAR u— Fr, y, D WR RKA, 风 把 上 上 式 中 的 min 收成 max, 
get HE EORR (B ex f e C w= Fie, v, PRA S RAR, ET B 
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变量 的 限制 条 件 (G (m, y, D 一 0) 称 为 的 来 条件. 
下 面 讨论 问题 2.58) 的 求解 方法 ， 设 五 和 对 的 各 个 一 叭 仿 


导数 均 存 在 且 连 续 ， ii E. 28 +0, 则 根据 定理 2.8, HG, 2 


=O iig —- BED cz, 力 , 它 的 偏 导数 
Oz G, t — Gy 
s G? ay Gs EM 
于 是 (2.58) 求 条 件 值 的 问题 就 化 成 求 函 数 
u= F(z, y, z(v, y)) 
的 极 值 问 题 . 应 用 复合 函数 求 导 法 则 和 式 (2.59) , [8 (8. 


2 P+F, 9 Lp. Se gp. 


xr 2 ”Da a 
Qv. A Oz zx Gy 
a FE, o EUN. a. Fa 


HEM 2.10 50, A7 Cro, 99) N wo FG, y, eCe, y) AERE, my 


Z (Zo, Wo), 出 极 值 点 (fo. Hos Zo? Ei E LUE e O, E — 0. Bil 


我 们 所 求 的 问题 2.55) 的 解 (zo, Yo, AR OE 
a v 
[m (2.60) 
- EAA . 
Pt F,=0, 


zi 
Jara. go. t .. M 
Gai CE Yo, Yo, Zo i 


JW gi (2.60) $0 (2.61) HER Ceo, Yo, 站 必 须 满 号 下 列 方程 组 : 


FAM, e 0, 
F,AG,— 0, (3.895 


(F4 X6, 0, 
PSU, (xo, Yo, #0 除了 应 满足 约束 条 件 Gir, y, c) — 0 PLE MZ M 
足 方程 组 人 2.62) . 
我 们 现在 引入 十 列 关 寺 条 件 极 傅 问 题 人 .58) fg dà 4 A 8 
数 ; 


(2.61) 
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Li y, z, A5 Fir, y, c) -AG (e, y, 2). (2.63 
La, Ly, La, 分别 为 Lie, y, z, A) WEEER m. y z Aap- 
RSA TÆKA Lle yz, A) ELS GD D E 12 T 
! "PL Pet AG,s UÜ 


2 


(2.64) 


L —G(z, y, 2) —0, 
RAAR £F LEE JE ZR WE RUELIRT EE (2.58) HIA IEL Ceo, Yo, so} 所 必须 
满足 的 条 件 ， 通 过 求 方程 组 (2.64 和 ， 解 出 <. v.n M, 再 研究 相应 
的 (x, y, D Ji tg AIRE (2.58) 的 解 . 这 种 方法 就 称 为 拉 插 朗 日 
Eck, rp ARI Ade RR RK. 

HS 试 从 余 边 长 为 ?的 直角 三 角形 中 找 一 个 周 长 最 长 的 吉 
fü IRE CEU EH 2.10), 

E 设 直角 三 角形 的 两 直角 边 的 , 
XE Xi] cd» y, 则 以 ?为 斜 边 边 i 
IS EP ELTTTIE 就 是 zy 的 ; 
pj d B 2.19 

c—F(z, y) 2r y--H. 
根据 勾 股 定理 , 变量 n.o y 必须 满足 下 列 条 件 : 

G(r, y) =g" t y^ —P—-0, 
这 样 ,我 们 所 求 的 条 件 极 值 问题 即 可 表示 为 

max e— zd y--l, 

S. t. gy- P'-9. 

EREA 2250, y270.. PEARL BS DRE BATH p Tc 
Liz, y, 入) ox y l--AQr?- y? — P), 


求解 方程 组 : 
L,—1o02Ac-0, 


L,—14-2Ay =0, 
L, =g y? -i= 0, 


用 e=- y= RADE Hyo, EA 


人 
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1 


pe 


但 y 不 能 为 负 , 故 得 


pe 
i 
u= J3 
显然 , RAAHE REB EYE. KERIS SIRE nT B5 En Te 
售 点 就 是 它 的 解 . 
例 8 RRMA 82*-4-2zy+ B=1 上 的 点 (a, b), ETSI 
在 该 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 所 国 成 的 三 角形 的 面 积 为 最 小 . 
解 HKZ, 得 


dy __ B+y 
dr w+By' 


BOTE TE A (a, D) IBS RNR 
(Sa-r 5b) (x — a) -- (a- 80) (y — b) =0, 


它 与 两 坐标 轴 的 交点 分 别 为 
(a3-3b)b (Q3etb)s , 
(urb tb 0). (o, RED). 


Bii LA Jit, 012 53 fei A pR Ah Pr PET XL — FOE IREBA S Dg 


1 i (@a+8b)b , !.| (8a -Da | 
Bx gath Tl apBb T? 


1l (Sg'--Sab--8b*)*: 


2 (Ba bat Bh) 
W Ca, 5) TESI E, 所 以 有 
8a?--2ab --85?— 1. 
TE s=3 TEET T Tr 
R SHERNAN PGSE AA +b) ARREA. 故 可 
把 上 上 述 问 题 化 成 为 下 列 条 件 极 值 问 题 ; 
max (了 十 8cB72， 
S. 3 3a"! 9?aL-- 3b? - 1 —0, 


$5 Hits 
作 拉 格 朗 日 殴 数 


L(a, b, X) = (1--8ab) --. (8a?-- 2ab + 8b? — 1), 


Ü 2, 
OL L 23 + Bab) (Bb) --Gha-t 225 —0, 


求解 方程 组 1 OL L2 (1--8l) (8a) + 2Aa + 6.5 —0, 


| 0L . 2 € n9. .1£2— 
ir 3a? + 245 2- 85? —] — 0, 
PR ER " 
将 方程 SP 一 0 s AP cogi gue 
l6(a Ib) (1+ 885) -- 8. (a-— b) =0, 
由 此 可 得 b —u, 


将 0 一 一 a OUR PP eo, 便 得 
16a (1— 8a?) 4- 44a — 0, 


最 然 a0, W 6-0, 4H CO, ORAMA S^ 20b —1 上 .于 


是 有 
4 (8a? — 1) 十 入 一 0. 


M be co RU PI -0, 便 得 


4a! — 1—0, 
4(8a? —1)--X—0, 
由 方程 组 4a? —1—0, 
a= —b, 
= 一 4 和 一 —4, 
a= i 人 二 一 L 
易 得 两 组 解 : 2* 2 
mu. zd 
t=- b= 5. 
同样 ,如 将 ĈE -0 与 02 一 0 相 减 , EARR a=b, 由 此 可 得 


另外 两 组 解 : 


A cx My B eq) mie m embed ren i p e omm m t1 0c o8 ———— —— 
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此 四 组 解 相应 的 三 角形 的 面积 & 的 值 依次 为 去 . 十. To L, g 


个 问题 的 解 显然 是 存在 的 , 故 所 求 的 (ce, 四 共有 两 组 解 . 


S9 9 
Q— 4 了 a= 一 . 4 3 [- 
EP /3 
dm 一 一 一 
FERE YE J- Ah e ep AE N EC 


Din w=f (8, a, e, Eyi, 


S. t. Aali, ta, t, Ta =U, 
enirn (2.65) 
hm V1, Y», =, m) 一 0. 
E f a, …, hu RIR FAA TR OTTE UL YE SE, ET BL 
Dha, r, hu er, hn) 0 


DG iid; T y Ta myi: tty UR 
根据 定理 2.9, BB ha, 6, 0) —0 ($—1, 2, e, m) 确定 了 
一 组 函数 


z : 
Tn myk tesi, Ze, Ut Us n) (k—1, 2, ttj mc), 


(2.66) 


Pi 


(2.67) 
"E SER 


D ds ssh hn) 
Og: .. x Dis mai DG dn 
Ox DU, e, by t ha 


Dit, mat; Usos meks 770, Tn) 


Tob 


(k=1, 2, =, mi j—1, 2, =, n— m), (2.65; 
APE, ARE B (2 .600 i 4C CK A 


ufu, etg Ts, LAEST te ew), eg Imd m Z,.m)) 


aum 
patr 
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[rj Ex fe p Rd 


lcd : — y 一 -r D (Ju, Jn. , P 
FUA, (2.68 vpr fg v BITA A MTS ppm 
j 18 A i m : TT J D " ag ， Ti J re 


BECERA E PREJE 使 有 
D: Ju nts hs. t hs) LN AD Oh, 
D. 


dH T, Er i 775, 95, sex En, iai 


其 中 AP AAA E 之 代数 余 了 式 ，: 

E DONC — AR) Olii D(a, t hs) 

or el Ay T; /pe —m4ad, 7775 En) 
所 以 两 数 世 甘于 m Cj 1, 2, o, m) ETA REEF PUDE SS, 
Du ui of MN < 0f . gs 


Qr; Qr. A Qr. mak x; 
>- E -4- x x. r ef — 2A; Oh, . DG, ses hu m 
c; Ecl ET Qa, . mte 9 e [m D (Tnm "Uu 25) 


EE nN S ap / Da, s oh, 


Torri € MM. deme. 

Ər: C k=l] Om, max Dlan- mil “7 T / Oz; 
e 9f 

or 


/ Dh, *, hm) ) eh; 


"à h Rm) 
LNY — ( 15 s !*m 
x D; (Enam; xy 4 En) / DIT NS s En) ÖL; i 


人 3413854 SEA 卫生 mp a 


BACHE mpi ee. € n) VEn—mpis; "5, Tni 


行 元 素 依 次 用 一 包 一 xd —, …， EL 交代 后 所 得 的 行列 式 . 


E OX. mall OLn_m+t2 
若 令 
| Dilhi, =", ta y D (ha, +t, hs) 


A= 一 - 
i ad t7, $ FD uu mti; m Ln)? 
E ou EM öh; 
: -一 -一 六 -二 和 
则 可 得 Be, fea Ee 


.. 


本 是 d Tr u= f i, On -my gilt, ub Sica); t gni. "trs 
Eam) AREALA ILIO ZR, LAS AR TIE fco] E65) 的 
ARH B AA 


i20 Blum mma 


Ln, tts Vn, i, "OS Am) =j (23, S En) 


-Hl Adulti, n, m) 
imi 


^2.69) 
H9 CLA 2 Z0 Ae s 
| fX Pho, 
| lirica Xn) e 0, veu 
C, iun | p 一 0. 


B7 求解 ， min g’ +y’ +e, 
g. 1. s+y+z=0, 
g* +y +de? — 1 — 0, 
解 ” 作 它 的 拉 格 朗 日 函数 
L(x, y, g, A, u) -2?-- y^1 z2 -A(rd- y 2) 
cuz ry r4) —1). 
4E B3 — Ern SCR SECT AES, ERR H: 
7 B,—9ü0-oTkg)xA-—9, 
L,—2(1--u)y--X- 9, 
1 1,20 o 4p)z--*—0, 
| L,—czT4y 2:0, 
| L,—a*4-y*- Ac — 1-0, 
先 将 方程 L.-03& ip4n, JDEBL,—-0 R itu, JR 上 ,一 0 3E 
i 十 KL, 再 把 所 得 的 三 个 方程 相 如 便 得 
34 (1+ 8p) 一 0. 
(1) 如 果 à=0, B 将 方程 Le=0, 了 一 0 L,—0 相机 便 得 
6uz=0, 
Eo Rt a0, Hd x0, 0, 可 从 方程 Le=0, D,-0, 性 一 0 


Ó——— e en: 


&5 PUHAN i21 

中 分 别 导 出 + 上 =D, y=, 2 一 0 的 结 采 ， 而 这 个 结果 与 方程 a0 
EPAR, 因而 具 可 能 2=0。， 将 z=0 代入 方程 b, =0 M /一 0， 
可 得 到 两 个 解 

1 1 

(7T Tm 0 8(-- — °). 
111-5 Ab UR C0, 0, 05 的 距离 之 平方 (好 相应 的 eyte) 3 
为 1. 

(2) mH 1+3u=0, 则 从 方程 D,—0, 5,—0, D,—0 ap E14 

别 得 到 


__ 3 PER. 23. Ts. 
r= q^v7 Je? 3^. (2.7: 


代入 方程 .=0, 使 得 


9 Mp M 9M 1-0, 


16 
由 此 解 得 va. 
代入 式 (2.71), 便 得 到 两 个 解 
ITAR AETA VF 
CEE -Fal EY 


它们 与 坐标 原点 (0，0, 0) 距离 之 半 方 均 为 号 ， 


HE a7-- y" r4 1 是 一 : 3i y rz] 
个 椭 球 面 ， 它 与 平面 wy 十 % — 707879 
一 0 之 交 线 为 一 个 以 原点 0 为 
PORNE 2.10), 我 们 
48-8] Ht] PI A AEE K E ji Pf Dn f Pd 
个 顶点 ， 因 而 芒 中 两 个 为 极 大 
值 点 ， 两 个 为 极 小 值 点 ， 所 以 pond 
[5 / Y UO DS 
XE GE EC E, XE x) 

就 是 我 们 要 求 的 解 ， 
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3 题 
$1 
1. jKH TAA BRN e. 
1 
{1) g= ves Y 十 一 一 一 "rem (2) z—in(»—)^ x)» 
aJi ZE. SOS 

Sess x ato dp bw Et 
(5) u—aresin HE (a1); 
(6) um Eg Vr ys (R>), 

与 ， 求 下 列 函 数 的 极限 : 
Q5 D: A D (2 lim m 
(3) lim aere (35 lim (z? -ye (sty», 

ng vety ei 
ous Te 1 1 

(8) E EE (6) E (zin eu sint), 

8. 试 指出 一 个 8>0 的 数值, 使 得 当 点 MC, 切 为 原点 台 的 3 邻 域 中 任 一 
3FCQ, 0) exl, 不等式 | CE, v) - FO, 05] c8 n: 
QD f(x, y)ez? - y^, £—0.01; 
(2) f lw, ym ur, 80.001, 

4， 试 说 明 函 数 衫 限 。 im Y REE. 
《# y2(, 0) my 
5. Arhem 


Vizy] 
Fæ, = yt +y 


Q, 


z sin(a?-Eg?), a?-- y? 4-0, 
+y —0 

在 (0, MARINE RE, 

iA ME PH E Ae 


g? 4 yu Ó 
对 于 变量 > 或 y 分 别 是 连续 的 , 但 fw EO, OARE. 


， 指 出 下 列 函数 的 不 连续 点 集 . 


(5 s= 4 ; (2) z=sec(x--y); 


OO 


10. 


entes mime m AP EPIRI 


z p 123 


. 3k b din Xn a Sg s 


QD sayi as (3) s= x du 

(3) sm arc gin (o 4-223 (4) ain va os 

(5 zoe! cos 3r; (6) u-sinta -: w^-- 225; 
(7) u= et cos( 2r + D); (8) u—s arc tg y 

(9) wa; (410) u= Gr, 


- R P FERREUS TRE CREER a SE 8 


QD 2 一 375 一 多 一 2 十 3 十 主 在 (L， 一 2 处 ; 
(3) z— (1m EL, Ab; 


1 


(3) u= Ey d di ft, 2, 7-255 
(4) w=cos Gaesh 2y«ch 2e zz( Z, 0, 0) 处 . 


Sdbrm inen). RE s Dey Lol, 


Os az 


TT ag 
; uL 求证 : va uL Em 332, 


Tau 


SOR PAURSEREU ATO 分 : 


si 
(D) s-arcsin E (2) w= ei 
(3) B=% are te Ty: (4) u—ay i : 
(5) wzcrz-rg?siuim- 3; (60 um". 


Wiki matu! 在 (3， 一 二 处 ， 当 d2-0.02, dy —0.01 HU EXER 


ARAR o Ls EC, DAE, 4s 0,01, dy= 0.02 时 的 侠 场 
ERR. 


Mi] GE EE SA R H 2 ORR 2.02 X, $ H pn SK BERE S[ 5.03 X 
mcm eese BOB B CUR 


. ARETOA a7 607, 3E R=60 ER. 当中 心 角 增加 4° 时 ,为 使 


BEP pRCPARGE, CRPE DERK ORAE H 
算 \， 
RTIA ATAARE X RN SER 
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12. 


18. 


14. 


15. 


; 2. 7f Êg 
‘ s -yy -2 PM eos n, y=usin o, 站- 一， 一 一 ， 
CHA Lr? 
2a : as CH. i 
(5) uzln(m.-$4:—9:), w-— 48, ym rg, 288r, S B es. 
| " £r os 
eu 
(6) u= -arctg Č, X344 中 二 一直 pE KA 
y EX GÈ 


RR u S VRT TEUUS SEI, DAHR u= gh, vme, 


Aw eu 


Uu je ww) repr 
eu ey 


Npumef(G)—4np[füf.r;—arc-by, Eia b 为 常数 ， 求 证 ， 


Cs eu 
t 一 一 一 一 一 . 
CY cr 


设 w-FG, y, 8), s=f (x, y), y- o2), RUE Xt F, f o 都 是 可 微 的 . 
die 


Sd wea 


ER w— fQu, v). 有 一 LE PRü4CRiX. =w, v—r-gW. 求证. 
; 


设 方程 各 

E 6-n, 

ymu- p 

gung 
EXT r My 的 西数 (其 中 念 数 信 可 下 一切 可 能 的 实数 )， (1) 求 
BRL cQ. 8) 的 定义 城 ; (2) o8 
Ed s= aedy du, 二 JOEG E KBI ENE RD FE, 
求 曲面 s 一 en —1» 4g, 6， 一切 处 的 切 平 而 和 法 线 方程 . 


在 里面 = 一 258 hi 0E Or y, a) fi IRE V Akie i ERE EDT 


GR wi Hep opm, 


Oz 3g s 


ee | E y de t xn 
X PA EGOSEREHMAEWMEx TL. ——. ——— 
M D Et Wu ENS E £y E Br Bu" 
(D z=zlnír+y); (9) g8lu*(ar— f 45 
CON LIP Cu s=arctg 4. 
z 
, 


CREE ssar te” 


. Eiizeaf( o a( ) 其 中 六 7 totem Ds 
du, BAN HERRERA SE Bu 满足 方程 


23] 是 125 


一 一 一 一 -一生 a’ Aglar does e^ In r d l1. 


， 设 了 一 mi roca lai, Rp 一 十 一 zaj zi 


apt and IMS cg? 


.idks—fG, 加 周二 阶 偏 导数 部 连续 , u= say, 2 二 2 一 4y， 其 中 9 为 入 


数 ， 求 证 : Ozer yy = W. 
Dlg 2% 
7 oy? * 


^, ER 
SW actu qu c eg 
ex roy s 


WUR a,b BIS, CS TEACISRIUR ray, noaby ZF, I Ara 
一 0 mU, 
EL a f Ge 20 EUR TENi qa SE. [Eom p cos p, y—p sing, IAr ii 


eu Hu 


ey 


SGEGREO ar Çh o dj-- Drs fud f. a ESE, EBS F Aeh 


FR, yth) = POP, aim Pen Oi, y OEY 
一 
其 中 0<8<]. 
v yy=elad iye, 054035 Tay'or EFR’ WEA H 
Jg. 
试 求 函数 S CE, y) m 2x? -wy y! 6r o Byt dp CI, = 2) 处 的 Tayloe 


RITE. 


13. 试 求 函 数 fim, y= tr f: (0, AREY Taylor dF rt, 7E n WAIE. 
84 
eb 
1. X PEU GS UN SHE T. 
(D T+ dry CD ry dungyrin(ic-ui)-—-ü0 
(3) e.- xy - sin t=; (4) ersin y~ e! cos w—1, 
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w 


i3. 


14. 


15. 


. aty — 8xy-0, x 


ET ? : PETS e Gg 
- IE Mo £r Bp GE Ee L7 Er Ba Se d. OS Amy) 


7) ig 
EFI DECR TET 


ee eu 
(D usü-sz-—uy-—d—u (2) «-4.2y--2—2 V wy —0; 
(3) € rng = Ù; TY costr gos” y +eco? $—0, 


. P Sm ez 2 
arà, i)-o unn OY sim 
i PE x 0. IER, 1 Èp TY eu a 
dE eG oA, IRA E plee as, ey 02) «0 T[ Dh XE ORI R 


=f (s, y), WEH c— JG. i 
Fe eg 

| —ToDD v6, 
Cr a 


Epa, b, e 为 常数. 


Bf, w =y, Bopr-ioe yy AmA atya Baye 一 0 


Fir xE RUES AR, ipis R 1, 


A 
Og 


4 t =a? LH 
i P- 3ysoa* REL. 


1 


dE fos 内 是 由 方程 P(y+ 1, e+ )=0 所 偿 定 能 ， 试 用 一 关于 


第 一 SMS 变 元 ; S ERAY 后 GU PS IRA LIE 


eu? 
2? 
Ox Ow" 
、 (r+y+z=0 Mod er 
i T IAN KES dy 


syte, 7757 da! det 
pau 3-0, 


没 4 iE Lm L— IL, E, 
Lg xul, 2 i 


-RTIAI S TE, tei] 1) Er] RNE EG Y 


(1) a? 4e Ho? E xg 0, 43, —-3, DES 

(2) 2 Ay iz —6,(15(l, -1, 1/2585 

(3) ez: ry=8, 7C, 1, 0) 处 . 

WIBE Vv v +v y +y g =v a (ar 0) EAE— BARI TET zb ee ih 
Aw EIR H ESF a, 

AiE T We 一 人 20, 8Y>0，8>0) 上 竺 一 点 处 的 切 平面 与 2 一 0，% 一 
0, 220 三 个 储 主 守 画 辐 尸 的 四 而 体 的 体积 是 一 个 常数 . 

[7 patas 2 u 6, 
X 


Rih EAC: -3 DANE VERR 
PAME MEE 在 点 《 ) 处 的 法 平面 及 切线 方程 


qq 


16. 


19. 


OAPRALAAG (I 


习 a 


上 (一 -2, DARE 
*g. 

AE E]HHTRE ay — 2? 55 ux 
求 曲 商 


EX, 


2 一 e cos v, 
| 3n, 


s=" 


Jy te= 


在 Cw o= 1, FJERDE HTA, 


， 试 求 下 列 函数 的 极 什 点 : 


(1) a= vn 3-4? -—- 0x 4-2; 


(2) mid $a 4 3g 


3 a? b i f 
(8) uma, Jim a0, b0 均 为 常数 ; 


(4) u—sin z4-sin 9 十 SP pg (0x 


Q C-1, 3, (0, 15, 03, 
(n 1-8, 02, Q0, 2), (2, 3 

(—1, 1 v DO Eu (don 
MC ga rr 
Ve 
*do-rcT3,z-—. 


Gn 


i “be-i 


合 最 伟 扔 二 次 王 
3E op e a an iu di cep 1k 
Bae CAE NME. 


ERI 


ag [^ 


-ORTSA 


(D) imin zn y, 


sto =pl (a0, bp>0); 
cL 
(29) minz UE S.L. gy -i= 


(3) riin 


n= t- Hy, 


E PN 


x. b. iur 5 =] 00-0. 90, >00); 
LL |= ydi s 0, 
C» Motu. | 03 
t qe 


q cl, 


iR 
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法 平原 要 切线 方程 ， 


. XH Za 5 uy ae «7 —9 的 平行 于 平 断 加 一 3 二 2 二 10 8915 3E IB 25 


35 874 Bre — 2--8 —0 所 确定 的 函数 am fn, ys 


dm, Oszyscum). 
3E XC Boda FRESKA, 


E S 


y= 0u nF REE 


Op et 2 s p rt ipe rn n d 
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[e] 


in, 


12. 


ETR a (ERI MERLY (D ERTER A ER. 


> 9 z - Tim 
y HEU 5 EXE Pp. oe F tif tk p-u4—5-—z2u0 Ta A iE 


2 RD 


2 
RPA TRI ac gbk d Et3ÉqED3xcd4ys D232-288 的 距离 为 最 


ing ns giat 
设 两 止 数 i$ gcn dg o, RAR Fr, m G0 coU PETR EL, FF 


Agr a LER a 
证 朋 一 M >( 3 , a IERA, 
[4 xus 长 方形 穿 器 ,已 各 底部 造价 为 每 平方 米 3 元 ; fidi (rt s 


SPER 1i. MM 36 元 造 一 个 客 积 最 大 的 容器 , 问 其 尺寸 各 为 多 少 ? 


GEN BEN IERGES Doe 她 十- 二 一 工 的 切 平面 ， 使 得 切 平 而 与 三 


个 于 标定 面 读 围 或 的 四 面体 的 体积 为 最 小 , 并 求 出 切 点 仅 标 及 四 面体 的 
体积 . 
给 定 4 个 正 数 a, asy oy Gn BRER =D ae de B iml i d 


TERR, 


第 三 革 E R 分 


Tr Yl ie — TERRE THE, 我 们 知道 定 积 分 有 有 着 广泛 的 应 
用 , 一些 实际 问题 , D] dr E TE If 275 i83, ip ES CIE E 7) ETÀ] 
Ax SEG, wn ORR ARERR, (HIER NS 
E —53E X8 E-A LA, PLA) KRR BE de E a TR] P 8] DERI , 而 
柱 计 算 体 积 、 曲面 面积 、 ASPERIS BRE pochi PUES IJ o DRE TERI , 
往往 涉及 潭 被 各 函数 是 一 个 多 元 函数 ， 积 分 区 域 是 一 个 高 维 千 加 
中 的 区 域 ,这 就 害 要 对 滤 积 分 的 概念 加 以 推广 , 

本 章 我 们 将 着 平 考 裕 被 积 孙 闫 是 一 个 二 无 陶 数 ， 积 分 区 域 是 
二 维 空 间 中 的 区 越 这 各 二 至 程 分 本 六 ， 轩 将 扫 得 的 竺 时 平行 地 挫 
广 到 三 重 积 分 ， 当 然 对 贡 -- 般 的 多 重 积 积分 也 丁 作 类 位 的 考 虚 . 


$1 二 重 积 分 

1. 二 重 积分 的 概念 

在 讨论 定 积分 时 ， 我 们 曾 忆 浊 边 梯形 而 积 计 算 为 例 引 进 定 和 
分。 与 此 相 类 似 ， 我 们 净 以 顶 为 出 将 的 栏 体 :以 下 简称 有 曲 硕 柱 体 ) 
体积 计算 为 倒 引 进 一 重 积分 . 

EIZA =, 只是 定义 了 于 有 界 闭 区 域 了 上 的 连续 驹 
Hk, Poem D Efi, m0. EKRE uS; S. ucc ER Mn 
TEE. MAM S, 底 为 区 域 D, WEEL DD 的 边界 线 为 准 线 ， 
HERE DAR IDE k WE R3. D. 此 柱 体 的 体积 为 三 . 

为 了 计算 体积 六, 我们 把 区 域 呈 分 割 成 4 个 小 区 域 o3, 205, 
e, dou, 有 曲 顶 柱 体 也 就 相 序 地 分 成 % 个 分 别 以 20 Z6, ^e, do, 
沪 底 的 小 柱 休 ， 它 们 的 体积 分 别 记 为 Aa, Aa, e, a， 基点 
(m, y) 为 小 区 域 4o; 中 的 任 一 点 ， 不 妨 同时 用 Ao; 表示 小 区 域 
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Ao; 的 面积 ， 则 (zi, y) dor 就 是 底面 积 为 don RN f o, y2 的 
平 顶 小 柱 体 的 体积 。 因而 ,对 
G3 EE de, 为 底 的 曲 项 小 柱 体 的 
ER AV, — 就 本 用 上 述 平 项 小 
柱 体 的 伍 积 来 近似 代 严 , FR 

AV (eJ (25, 442 do, 
eti ih WEERA EE V aI 
以 近似 地 表示 成 

V-$ V. 

d=1 


SŠS æn de. 


当 小 区 域 4e; 很 “小 ?时 ， 由 于 
Eon fü, 中 是 一 个 连续 函数 ， 因 而 
小 区 域 4o 内 任 两 点 的 函数 值 相 鞭 很 小 ， 也 就 是 说 , 当 小 区 域 Jo; 
越 “ 小 ?时 , f (gi, yo do: 就 越 接近 于 AV, 我 们 用 小 区 域 o, 的 直 
径 
d,-:max(| MiMs|| Ms, Ma 为 Ao, 内 任意 两 点 } 

来 描述 区 域 4o; 的 “大 人 小” 程度， 令 
d-max(d,|é-1, 2,.-, n}. (3.1) 
因此 当 a 充分 小 时 , 每 个 小 区 域 dos 也 都 充分 小 , 从 而 每 个 曲 项 小 
柱 体 的 体积 AV. f (mn, yo do ZERRE, TEMA 


Sif, gà 40 的 极限 就 到 作为 曲 顶 柱 体 的 体 各 六， B 
Velim Af y) dar; 


将 以 上 求 和 式 被 限 的 做 法 -“ 般 化 ,可 得 以 下 二 重 积分 的 定义 . 

定义 3.1 设 二 元 函数 7(e. 只 在 有 界 轩 区域 D 上 有 定义 ,将 
区 域 D 任意 分 成 n 个 小 区 域 ds, dos, s, dos CIR do 表示 
小 区 域 Aor, 的 面积 , 61, 2, os, 网， 并 在 每 个 小 区 域 ho 内 任 取 
一 点 Cs y) (71, 2, … a). 如 果 下 列 极限 


$1 ZERG 181 
lim È f E, y) do, (8.2) 


TEGEP d gis& (3.0) 46 80, BRASDER 4o; 的 分 法 以 下 
A Gn, 咯 的 取 法 都 无 关 ， 则 此 极限 值 称 为 画 数 了 ix, i) qe IX RD 


上 的 二 重 积分 , 记 为 || e, Ddo. i 
D 


f| Fe. Wao —1im S f, 9) do (3.3) 
J 40 4-1 
n 


AB Deo ES, fim, y) TRI dd, do 称 汶 面积 元 素 ， 

因为 极限 值 (3. 信 与 小 区 域 4c; 的 形状 无 关 ， BibL 8 fas 
标 系 内 ， 我 们 可 采用 分 别 平行 于 
z Arf u ig pi H E TT 2X, A RA 
IF ALUE PUES 3E 39. 区 b D CM, 9l 
3.9). MEE Ao. 的 边 长 分 别 为 
dz $n dy. Piu, È RE BET 

do = Ardy, 

于 是 式 (3.89) PRIMALI Sedi n] 


dc = dr dy. 
这 样 , 一 重 积分 | | fn, ido 又 可 写成 


[fæ 020 - f[ fæ, dedy. (3.5) 


当 一 元 连续 间 数 (o) 在 区 章 [a, 5] 上 的 值 可 隘 任意 实数 时 ， 
定 积分 | 7 Ode 的 几何 意义 为 [a, 四 上 曲 边 梯形 面积 的 代数 和 | 
同样 ， 当 二 元 连续 前 数 / (2, i) TE DOR 上 的 值 可取 任意 实数 时 ， 
二 重 积分 ||7(e, dedy BL Rc LEAL ECL D E DEREN 


积 的 代数 和 . 
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类 似 和 于 定 积分 . 我 们 可 以 证 明 ， 当 Fe, 四 是 有 界 闭 区 域 DT 
的 连 泪 函数 时 ,极限 总 .3 MEE, IEM I PC des 的 分 
法 以 及 点 Cw, y RREK. 把 这 个 结论 氮 述 成 如 下 的 定理 下 
式 , 但 不 肯 给 予 具体 的 论证 . 

定理 3.1 HRE f (e, yo EELER RA POR D I dy xg 2x 
函数 , 则 f (o, D 2E D 上 的 二 重 积分 必 存 在 . 

从 定义 3.1 还 容易 得 到 下 列 定理 : 

定理 3.2 RERS, PEKA WKD EHHH A F 
在 , 则 函数 S e, TED 工 必 是 有 界 的 . 

因为 二 重 积 分 和 定 积分 一 样 都 是 以 和 式 的 极限 形式 定义 的 ， 
因此 二 重 积分 也 具有 与 定 积分 相 类 似 的 一 些 性 质 ， 

TERR 常数 因子 可 以 从 积分 号 内 提出 , 即 如 果 E Ou EC, HN) 
有 


are Dac= 吉 ye ao. (8.6) 
性 质 2 两 个 函数 之 各 的 积分 等 于 它们 各 自 的 积分 之 和 , 即 
ff æ, y) + gm, yi] do -- [[f (£, Daot [ oe, ydo., 


D i D 


(8.7. 
性 质 3。 当 积 分 区 域 分 成 阿部 分 时 ,性 个 区 域 上 的 积分 就 等 
于 两 个 部 分 区 域 上 的 积分 之 和 ， 即 当 区 域 卫 分 成 功 、 Ds 两 个 区 
域 时 ,有 
fe, de= [fro dot {fj ac. o 
D H 了 


n 


性 质 WREKE D Ef, y)«g(o, y) Rv. , Mfg 


ff (s, de< | |g, g)da, (3.9) 
D D 
性 质 5 如 果 区 域 必 的 面积 为 o， 则 
[s =0, (8.10) 


E 
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性 质 6 mE M Amy WAAR Fi, D 4E EGAL D. V BE 
值 各 最 小 值 , o 为 区 域 卫 的 面积 , 则 
mo lr (m, gode «; Mc, (3.11) 
D 


性 质 ?( 中 值 定 理 ; 设 fn, y) WAYRA D Eng xe Hc 
8t, o 为 区 域 刀 的 面积 , MERR D 内 必 存 在 一 点 从 ,使 得 


由 es deor. me. (8.12) 


2. — $551 853843 KIR 

二 重 积分 可 以 转化 成 二 次 单 积分 进行 计算 .进行 这 种 转化 首 
先 必须 熟悉 积分 区 域 D 的 各 种 分 析 云 达 方 式 .， 例如 ,对 十 图 3.3 
Br B ADEEE D, 我 们 可 以 把 它 表 达成 下 列 形式 : 


D. ward eyid, 


8.3 


而 图 3.4 所 给 出 的 区 域 是 由 两 条 直线 2 一 4, =b 以 及 两 条 曲线 
y=y (e), y= ya (0) MERA. 这 个 区 域 马 又 应 怎样 末 达 昵 ? 为 
it, 我 们 考察 D 中 和 任 一 点 (zo, yo) 的 情况 .显然 , XII BS AA py to 
应 满足 不 等 式 
uS yx b, 

Tx SAAA PR go， 风 应 满足 不 等 式 

Yi (t9) yo sto) . 
于 是 ,图 3.4 所 给 出 的 区 域 DD 可 以 表达 成 
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D, gb pæ) CYS {YT). EREN 
凡是 可 用 上 上 述 形 式 表 达 的 区 域 卫 , 称 为 是 关于 4 的 简单 区 域 . 
501 CD nx £X «da, b 0XRLBI 3.509); 
可 表示 成 


D, -asra -by 1- «ye NA 25 a 


(2) BUÉBEJEz*-(-2)«1(g BONER 
D, -isss 2—1-a)«y«3--1-z, 


y 

| | 

DM BM ÀÁ d 

| | 

- 0 pcc 
(o) © (e) 
3.5 
(8) 由 直线 %=0, y —0 和 z-I-2y — 2 所 围 成 的 三 角形 区 域 
( 见 图 3.5(e)) 可 表示 成 


也 ，0<<z<2; 0<y<l- 5- 


如 时 一 个 区 域 卫 是 由 两 条 直线 yc， 
y—d 和 两 条 曲线 ea). cay) 
所 围 成 ( 见 图 3. 的 , 则 它 可 表示 成 
D, c«y«d; zi(y) «a«ox(9). 
(8.14) 


0 x; Go) NTC z 


并 称 这 种 区 域 为 一 个 关于 的 简单 区 域 . 
$12. (D 上 例 中 椭圆 区 域 还 可 以 表示 成 
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jme P" 和 
D, —b«sx, -avV1- v y ecesca 1 Mr. 


(233 Eon pps n en 
D, 1«9«8, —i-(y- 3 «s«/1—(y—2)5, 
(3) 不 俩 中 三 角形 区 域 还 可 以 表示 成 
D. Uszysl,; «moe -- 2y. 
3. 二 下 积分 的 计算 
我 们 将 以 顶 为 阳 商 的 机体 的 体积 计算 为 例 ， 说 明 如 何 掀 ”个 
二 重 积分 转化 成 一 个 二 次 积分 . 现 青 考察 图 3.1 给 出 的 出 基 柱 体 
的 体 脱 !. 设 耳 是 -一 个 关于 4 的 简单 区 域 , 它 可 表示 成 
D, aeb, Y(t) «y ya(z), 
Ja, Y) 是 区 域 DD 上 的 一 个 连续 函数 ， 我 们 以 平 硬 m—ao(as mo 
DERRI, 所 得 的 鹤 面 为 一 个 曲 边 梯形 ， 设 此 曲 边 梯形 的 
面积 汶 Sx. mu SE A HE x2 BO y dh ii e— f (m, 9) YE E Bi 
t= 上 的 截 口 曲线 ， 它 在 平面 <=zo 上 的 平面 直角 坐标 系 中 可 
用 一 元 荔 数 = 一 co, 急 来 描述 ， 因此 有 从 司 3.7 (5) 中 容易 看 出 , 此 
曲 边 梯形 的 面积 可 用 下 刻 定 积分 计算 : 
S) =) Flo, pa. 
这 个 举 积 分 中 积分 变量 为 wy. wo 为 一 个 常数 现 把 上 上 述 积分 中 的 
co 改写 戌 <， 即 得 
sc) - [^5 f (s y, (8.15) 


在 这 个 积分 id c 是 以 常量 身份 参加 的 ， 称 为 参数 ， EÉBOSCOTDCI 
ta, DRE- 给 定 的 =” 都 可 得 到 式 (83.15) 的 积分 ， 因 而 积分 就 是 
一 个 多 的 函数 
Hi PR AY pA, 顶 为 曲 而 的 梓 体 中 截面 面积 为 84z)， 厚 度 为 
dz 的 一 片 曲 顶 标 体 可 作为 曲 顶 杜 体 的 体积 人 微 元 dV, BB 
dV =S (dv. 


P3] V EA h D RAAR V. ERTI ERDER, 
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图 3.7 (5 


V — ( Sr)ds. 


2G 


再 把 式 (3.1 久 代入 上 式 , 便 得 


Fej MC y)dy da. 
从 二 重 积分 的 几何 意义 便 痛 


"n 


外 ee sae TI Fe, dyd. (ae 


必须 注意 ， 式 (3.16) 右 端的 积分 实际 上 表示 先 计算 方 括号 中 关于 
积分 变量 的 定 积分 ,其 中 十 是 一 个 参数 ,其 结果 得 到 一 个 关于 变 
3i c Aj ae S (e) CE (3.10) , AJ EETE REX FR APER o Ho 
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Buy (m['8 Go de). Bi, itt fon, 的 在 区 城 刀 上 的 二 重 积分 
- fr, pis ARER PORR. RIU AH E REOR F 


H 
Hk, ERS T REH, 
E 8.8 dfi ap JUAU D Lx, Xxx D 
KET «fy (nj EE, m up eg 
D. dee qu $65; 34A i ur) )« ES Kafe (x) " 
TEP yta 7 yale) WBAEPEm][e, 5. + Hm 3 EAA, f 
| |s n, yde dy = | M " nC )dy |dz. 
MIRE, Ani TARERE pébE D 为 关 汪 5 的 简单 区 域 ， 它 可 表 
示 为 
D, cy: rly) Kesey), 
其 中 as GERI zs GO EAE ER] Ce, d3 FB XE Ee A, HU 
d r iad) 
| Waray= [S] jæ, arlis. (oro 
i [d my 


例 3 计算 一 重 积分 ||。 je?" dedy, 其 中 D, 0<e<2 0<y< 
c 

1-5. 
解 ” 出 定理 3.3, 得 


Zay ST Hy 
e? dzdy- E e ee 
“0 D - 
0 


= (ez 一 2e2) js 
84 uam [| 76, 9)dzay 化 成 二 次 积分 ， UR 
AER D Ju, CD MESSOR Q) MASOM G) 


g EROE PA ut 


Ei 
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8.8 


E D BIXDu xm 


D. asxz«beaysum, 


TÆR [fs Wavay= "TT. fæ, au da. 


D 
(3) 先 将 区 域 马 分 成 两 个 区 域 DUI Ds, 其 中 
Dj. —1l«-«0 —r«gx2—msg 
Da Oed, asy, 
于 是 有 
[|F æ, dady- |se, Warayt ({f (2, vardy 
D D, Dı i 


-| re. 1) dy |da 


1 2- gs 
HIE rs paje 
(3) 因为 D 可 表示 为 
D, 1t Leon, 


于 是 有 [[fGs dedu |, [| fæ, dejav., 


BÓ 试 改变 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 : 
€ | res nav Jas 
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lppvw 
D CIE "fo, as Ja 
R CD 此 时 积分 区 城 也 为 


D, Orsi Ixy, 
其 图 形 克 图 3.9(g .把 它 表示 为 关 3 了 :的 入 单 区 域 ， 
D. Os, gsx. 


因此 Pros otv aem fL f fi, delay 


(2) JR] ÍR Z7 EOD H 
D. O«ysdgee— y 
其 图 形 见 图 3.9 (0). EE E 732. o 的 简单 区 域 . 
D, axl; Payr, 


vam [E re vau- fro wade 


mE uk Ta (BA 2H), Hos WWE BILE I 

E ESLRLÉEE PED HIR VI. 
d£ EET BEI I T E 2] 29 2^0 y^ - RU avez 

IP. [d 8.30 ERRER rp B 5S — ERR ARA. 根据 对 称 性 ,这 部 
分 立体 的 体积 是 所 求 的 体积 之 178. DB L2 — 1 19 2 189 T 
REEI, BERAUEN =v E- x^, KRKI DERI 
D, Os«zszR, Kys vV R - a, 


14 icm Go OAL 分 
I XE 4 vr PRIEST 
站 Tm IIS m 
LO o. | E ù x? dv dy 一 | cx I R?-—mx dy 
8 y REO 0 


Us 9 
Z | CB? Nda = d 
Jo 3 


因此 y-R. 
在 上 例 的 计算 中 ， 我 们 利用 丈 称 性 络 小 各 分 区 域 ， 以 简化 计 
算 , 这 种 方法 在 重 积 分 计算 中 是 经 常 使 用 的 . 


图 3.19 图 3.11 


4、 用 极 坐标 计算 二 重 积分 

EHEAR, BRATA TJE APRM LE a =A RAI y= A 
IG 37 P8 ME BLZ PC D AARE ERROL 3.2), FA 
faz agn || ren, ode 中 的 询 积 元 素 do 在 直角 坐标 系 内 的 
形式 : 

do —dzda. 

根据 二 重 积分 的 定义 ,二 重 积分 | | £s) de MRS. 

IRRD 的 分 割 方式 无 关 ， 在 极 每 标 系 中 。 我 们 当然 也 可 采 几 


极 测 标 系 的 坐标 曲线 7 二 常数 和 0 二 常数 组 成 的 扇 湛 网 措 把 积分 
区 域 呈 分 成 许多 小 的 磺 浓 区域， 如 图 3.11 所 示 .。 易 知 局 形 小 区 
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Ido fp RETI 
dcm Loa IAA tim edrdüs- artat, 


因为 当 dr->0, 0-90 Rf, $ 27720 是 比 rdrdB TER 6 V MI TC S3 
AE, BUG A RARI IBUBUDUOR IUE 7j 
do =r dr dð, (3.18) 
DS LESE SE, y) RRE 
坐标 后 可 写成 Fr, OER, B 
Flr, 0) -f(rceos0, rsing). 
TERTE R YARR ERA 
二 重 积分 时 的 积分 区 域 ， 如果 积 
Ar ED E mi 3.12 £r i 的 
ME SE SR RT AC GA RUF PUDE X. 
D, ac, 
ví(0) EErEE ra. 


(8.19) 图 3.12 


于 是 二 重 积 分 下 ve ydo 就 可 以 化 成 关 十 8 了 的 二 次 积分 ， 
" 


中 /Ge wao = [Io trarad 


D EH 
y Peg 
-| dof Fr, 0)vdr 
uar Zi(8) 


H qn 
-f WE gerent, rsin rdr. (3.20 


[73 


在 把 一 重 积分 | | foo ide 化 成 关 士 积分 变量 .0 的 二 次 各 


分 时 ,还 应 注意 将 积分 区 域 必 写成 (3.19) 形 式 的 方法 ， 
QD) dA OE DARE 3.19) 9f, D 具有 下 列 形式 . 
D, 0x0«2x, tarar). (8.21) 
(35 HRA Ode pm D iai po E 3.14) 8, DRAI 


nr 


图 3.18 图 3.14 


FER: 
D, ax, Ocr«r(8), (8.22) 
(3) UB O (Ex bk D 5RCOLES 3,10) 时 ,DD 具有 下 列 形式 ， 
T D, a«Üs B, rU) «v«ra(B). 
(3.28) 
5017. (D AEE sry RR 
D (PE 3.6/0) n[ 53 JL 
I at< om, Oer«HR, 
(2) 上 半 环 形 区 域 y 宇 0, Se 
J Tv 一 LED (R 3.16 (5) 9j 
m T 


rau» 


Rcs D. O«Pxim; arb. 


C3) BIS XJ (xr — e) * za Qa 70) OL E] 3.16 (0) ) T3 4 


D. — T r par T 


9$ 5 (33 
BIB. HX SI I LR KY. 
SEO SERERE -A A, p D 05 rr T7 8 28 
=v Ri a yt, 


REIED 23 4- p KRR a^-Eyt mL R?. d 


Oz qx DC cosh. 


现 利用 破 坐 标 将 上 述 二 重 程 分 化 成 关于 ?7.8 的 二 次 积分 , (UTE 
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y 
J 
E: 
(a) 
图 3.18 
iz 
| 7-307080 
7 ME SEE EE 
E 3.17 图 8.18 


B 7 zc R 一 一 一 -一 
V=2 | [s R?- y*vdr dO -| af 2V RI- y? rdr 
EP. 0 9 


i OT E 
el Sg: nR, 
人 Nn v m 


B9 HUS mma || uy do, 其 中 积 


PAM. 


" 
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Ar E BEDAE Gr e? ey? ma, ym 0. 
E pw Dnu uw 


D, Ox P. dons 2c co3 ^, 


2' 
于 总 有 
IR => a oy dy = (| ~ dot p rdrdÜ 
"b "b 
2 vo: g REM 
-| d$| Ai Eede 
0 
Ë 8a" TT 
zb 
$* 3). 


5. 二 重 积分 的 变 置 替换 
我 们 知道 定 积分 的 换 元 法 则 为 


IC a 的 Ll f (pito! (dt, 


METH =p) F, WAR fO HERO f (p, dz 变换 成 
p Ddi, ATXE e fEBIA) EB cm p BR e 变换 成 关 填 变量 1 相 
应 的 上 限 吕 和 下 限 cc，、 关 十 二 重 积分 , 其 搞 元 法 则 的 形式 为 : 

[| fn, dedy 

zt 2 D, y) | 

yop e) firea, ctus v) sd dude, (3.24) 


即 在 变换 2 一 zt e), y y Ot, v) T, 3E BL PR X Gn, 30 HL 
fitu, v), yr, Ò), T BL dedy B rit DSe- dud 
(2,3) | 二 二 DE y) s ne 
(pude ER pu iy 的 绝对 值 ) APER”, y 的 积分 区 
域 Rs A 的 相应 积分 区 域 D. 证 明 这 
个 公民 的 关键 是 应 说明 在 上 述 变 换 下 而 积 元 素 吃 叹 变 换 成 
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m pecu, D, y— gu, DEAA TRA TE BOE 
续 , Bia oC poo T RETE PUBUR IQ ROC E 
便 知 方程 组 
oe v) —0, 
—y lu, 全) —-0 
nE— 8E I-—iBdi— BESSER S EX 
人 u-—u(z, y), 
v v(x, y). 
类 似 于 前 面 所 作 的 c—rc0os0, y— rsin t 变换 时 的 做 法 我们 考 
察 在 rOy 直角 坐标 面 上 ， 贝 曲 
£x wv, y) EN. He Gv, y) 
一 常数 组 成 的 网 格 将 区 城 Dey 
分 成 许多 小 区 域 的 情况 :5 兄 国 
3.19). 
HE E TE WE 
T= ust, yz r sin 
变换 了 时， 我 们 是 把 它 看 作 同 一 
^F iki DR BS ES ERAEdE (同一 点 
TEH Ja ACORN Abg C, y) id 
FERR R P Kr, O ERRER. EE RR k r= 
z(u, D, y=y u, v) Bit, ROTER C A IR] —P- I E IRI RER 
AE CA ig On, a tg Mc Qu, vor pg 28 30, 因而 Dey, Dw 是 相 
Ind F8 ei SE 
更 在 过 计算 图 3.19 中 的 曲 边 四 边 形 ABODq vi Tide. mW 
5& A, B. C. 下 四 点 的 坐标 现在 分 别 为 
Algiu, D, yl, ©, Balu, vt dt, yiu, v= d), 
人 


了 
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于 是 ,根据 中 值 定理 , 便 有 
AB= (z(u, v+ de) — rla, v))M -- (yu, v de) — gi, v) 
[ 2205 v) 


paix [yu v) A 
SP Gol de) i: i 2v “Ae oto) | 
AD= (x(u--iu,2)- 一 


Qu, v) 


ES Or(u, v) 
”| Qu 


CUM hs dt och ) iT 


Au4- of 4v) | 也 


DO = (x(u du, v) -tt du, v))d 
T (yu k Zu, er dv) -y lu+ zu, v) i 
A 4 ; 
do+efdo) |i 


+ A co(4o) |j, 


BO = (x (w+ du, AE 
+ (y lu + du, vr Av) —y lu, v+ 4o))3 


apase p du+o(du) i 
v [25er am du--o (4v) |J. 
由 偏 导数 D 26 26. DÀ 的 连续 性 便 知 , 当 duo0, db->0 时 ， 
l 1 4B i DO 都 将 转化 为 向 量 
人 a UR us jy ule a) 9) hoj, 


g JEI m AD qu BÒ EISE 


Va Tes TRIN 

三 ge PEU: dui + ft. duJ 
于 是 当 dw->0，4v-x0 时 ， 曲 边 四 边 形 ABOD 将 转化 为 一 个 平行 
四 边 形 , 易 刘 它 的 而 和 wr 一 |x,x T). ÆRE 
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i j k 
Ox(u, v) Oy (ws v) 
T.X«T.—| u du COREL N 
Oz (u, v) dw ou T) ie 0 
Qv 
= Ple, D(s,y) dudo k. 
Du, v) 


这 样 ， 便 可 得 到 用 ulr, y) = 二 常数 , vr. VD = 常数 曲线 族 将 区 域 
Des 分 割 成 小 区 域 时 的 面积 元 素 


da 一 ADD | duds. (3.25) 
例 10 试 求 在 =rcos0, y=r sin 0 AER TF 18 Pw 3k do 的 
ER. 
NE ”因为 
Ov — Ox] 
D, y). Or og | _ |eos8 -raing| -— 
Dr, 8) Oy oy sin ĝ v cos! Š 
or | 00 
而 7 之 0, 所 以 在 3 一 cosf y—rsin 9 变换 下 ,面积 元 素 为 
da =y dr d£, 


这 个 结果 与 式 (3.18) 是 一 致 的 . 


BI 计算 二 重 积分 | | syazay, 其 中 了 为 一 个 椭圆 区 域 
Dn 
z EE Mel (a>0, bz-0). 
B (paRERa—aroos0, y brsinO8 (O«8-Zmr, rsi) T 
是 有 


D(z, y) acos 一 Graint 
DeO lan basi S 
注意 到 避 可 表示 为 


D. O« 0 «22r; Ocurz, 
根据 换 元 法 则 (3.24), 便 有 


M —MM———— 


E= UF OE 


ffeydeay 25 ec das, usn 


D D 


užb in E eos dg da 


rm 

一 INR a?5?53 sin (P eos 6 dr 
2a 

E 1 a&b? gin £ vos 6 dë 
o 4 


ux 
-1l a b?sn?O, =O, 
8 lo 


6* 二 重 积分 的 数值 计算 
下 面 将 介绍 一 重 积分 数值 计算 的 辛普森 (Simpson 方法 ， 设 
已 将 一 重 积分 R= J| fe, dedy t E PUE i x dus, 


R=-|'d 2M NIC ydy. 
A Js 
103 
S) e [^^ f Gs adu, (3.26) 
则 二 重 积 分 就 可 写成 
R= | KOL (3.27) 
对 于 一 个 固定 的 zx 值 ,下 (3.26) 中 的 积分 是 关于 积分 恋 量 y 的 一 
个 定 积分 ， 我 们 将 采用 辛普森 方法 计算 积分 (3.26) 和 3.27). 
先 取 定 两 个 正 整 数 ne F ny, EX Ba, 外 等 分 成 27s 个 小 区 


闻 , 其 节点 分 别 为 
a, G- he, ad 2h, *, ga Uu, "t, C+ 2nuÀ, b, 
_ 6—a 
其 中 h.m T. 
为 了 书写 方 使 , 令 


Wt+ihe ($—0, 1, +, 2n,). 
再 将 每 个 区 闻 [ya (0), ya(2)] (6 0, 1，…，2nz) 都 等 分 成 2m 个 
小 区 闻 , 其 节点 坐标 分 别 为 
(ms yim). Cm, sa (o) 十 htm), 7 
(m, yiGr) jy CD) , c, Qs Ya (m) + nghy (1) ) 


PRÈ 
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x hy) = Valz) =y, i2) i 


首先 应 用 辛普森 公式 计算 定 积分 SG, BUR 
Bo =E Tf Co, us ()) +f Cw, ya (e) 


£2 S FG, POSEEN 


£A Gs, y (n) + (2j 0 0)1 
($—0, I, S mne), (3.28) 
再 利用 辛普森 公式 计算 定 积分 8.2, KALER RAEM 
flt, 即 取 
R= E | S (to) 4S Cn +2 $s (2a) +4 2 5 (25) | 
(3.29) 
A R — A oH 
然后 , 再 把 节点 加 密 一 倍 ， 即 取 2n 和 2n, 作为 新 的 me n 
再 应 用 上 述 步骤 得 到 召 的 另 一 个 近似 值 R。 如 果 在 此 基础 上 把 
节点 再 加 密 一 偿 ， 还 可 以 得 到 近似 值 Bs， 当 相 继 的 二 次 近似 值 的 
绝对 误差 或 相对 误差 小 于 预先 给 定 的 允许 误差 限 。 时 , 即 当 
[Rr — R,| «e, 
或 | 1 
时 ,我 们 就 取 R= Ras 
例 坟 ”用 数值 方法 计算 二 重 积分 一 or*”dzdy, 3h D 


«8 


ni | 


必 上 oa<1 zz0， 要 求 绝对 误差 不 超过 0. 1, 
| um xp | [^masdy 化 成 二 次 积分 


D 
R i vi-s - 
iu | o zf va dy. 


先 取 ng 一 1, my 一 +。 因而 


150 TÈ E 8 分 


大 .一 9 -0.5. 
Az 
于 是 有 £u =Ü, 2170.5, ta 一 上 


Hi 4S (TQ). tH ZR Y: Cr? my — 1. VES (rg) 一 工 ， it 
UCE — imo) " 


Ü P X m 
hy ne) d 2; 
Lily 


由 此 得 到 相应 的 节点 坐标 分 别 为 
(0, —i1) » (0, ü) 2 (0, t). 
所 以 根据 式 (3.28) 得 
S (aq) =E fe +6 -} 497] --3.146. 


再 计算 S(m). HP gle) 一 0.866, yala) 70.800, $ 
hy (21) 一 Ws (xx) — 9A (i) —0.866, 


2ny 
由 此 得 得 庶 的 节点 坐标 分 别 为 
(0.5, —0.8665, (0.5, 05, (0.5, 0.866). 
pix (3.28) 8$ 
S (m) 一 9.850 -ie +e + 4e^ *5] — 3.052. 


Ani gs. n yi(za) =0, ya(zs) =0, W 
S (æa) =0, 
这 样 由 式 (3.29) 得 
Bi 5-9 [3.146+0+4x8.052] —2.559. 


然后 把 节点 加 密 一 倍 , 即 取 mw=2, n,—2,. DIT 
h, 0.325. 
于 是 相应 的 节点 分 别 为 
zo=0, c. — 0.25, v2=0.5, z,- 0.75, z,— 1, 
对 于 to=0, A Yalt) — — 1. yi(wo) 一 1, hylsa =0.5, 所 以 租 应 
的 节点 坐标 分 别 为 
(0, —1), (0, —0.5), (0, 0), (0, 0.5), (0, 1). 
由 式 (3.28) 便 得 


cb. 
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S (ro) UE) l'e! J- ei 4 e 1 4e 25.1 4992? | —2.9D1, 
D 
局 样 可 得 Sx) =2,958, 
Siro — 2.014, 
Sz —2.115, 
S (a4) =0, 
这 样 ,代入 式 (3.29) 又 可 得 到 R AEE 
了 [2.9514-04-2x 2.9444-4 x 2,958--4x 2.718] 
=2.627. 
由 于 | 85 — £41 «0.1, 
因而 所 求 的 二 重 积 分 R Bye (ar A 2.6, Bp 
=2.6. 


Skis LE, 应 用 极 从 标 计 算 可 得 


l 2 T 
&- | do | re dr= 7 [o1] 52.699, . 
-7 


$2 三 重 积 分 

1， 三 重 积 分 的 概念 

HARA ufi, y, 办 在 局 空间 中 的 有 界 闭 区 域 广 上 有 定 
X. PRV RRK NVa, Aa, … AV. 我们 也 用 AV. 
示 小 区 域 4Y; 的 体积 3= 14,2,…:， 8). F (Bu Vu 2 为 小 区 域 
AV ;中 的 任 一 点 , 4G; 为 小 区 域 4 ;的 直径 , BR 

d, max | MiMs| | Ma, Ma 为 dV 中 任意 两 点 }. 
NA, EA JG, v, 人 在 区 域 V 上 的 三 重 积 分 | f(z, v. o do i 
定义 为 | 
n (m, y, 2)dv— lim Sif (en qj, o AV (3.80) 
j 


其 中 =max{di1<%<<n}， 对 于 这 个 和 式 极限 的 理解 完全 类 似 


152 ATL ROM 分 
qUGISBAMWORGRGRIR (3.8). f(x, y, D RNR RDA, V 
称 为 积分 区 域 , do 称 为 体积 元 素 . 

dni Bf 13«)0 4 305117; T sOy 85 ti pi, yOz 85 y iip, zOx A 
3j rri 18] — 2B S^ Tf X £F. XL] HS 77 s RA y 3 3 VI, 就 可 得 到 与 式 
(3.4) Z&4pL Er £5 9, 即 体 积 元 素 为 
de =dx dy dz, (3.31) 
AU GEAR X Hk V RT ARCAEZR RR PUE XX: 
V. acm yw) ysy); mo, y) ema, y) 
(参看 图 3.230)， 则 三 重 积分 同样 可 化 成 三 次 积分 来 计 算 ; 


Jn EZ Daf daf” a vy f(x, y, Dd: (3.32) 


(c 
BRAKI V Je rOy Hs kt LEBETE KR DOLK 3.20), 
wm ||], 23 


也 可 以 写成 下 列 形式 
| | |T, Yy zau 


4f. 
(3.33) 
DUI Lib gi i 
$—0,r-—1, y=0, y-—2, y 
m s20 4s Rl iii atte 6-2 
Be IE yi zm sr M Sj fE el CH PR 3.20. 
解 BAXAR a RRR PAER: 
Orel, Ssys; 


jT, fj 


E (£, y, z)dz de, 


my 


"i g«e«6- ry, 


如 果 我 们 也 用 V. RRIAK REL BI Ei S (3.82) f f8 


E NN H P 


L 2 0 g? -yt 
T 
daf dy f dz 
,U 1 
4 Y 


m2 scope [feno v 


-t2)do, 其 中 人 为 由 平 而 2 一 0, y 
—0, z=0 fl x-y E21 CERE JL RI 
KICA 3.22, 


AMET YE MALE T 7 
示 成 下 面 形 式 : abies 
Osr«i, Oy zr MaS le y, 
二 是 有 
Vh "1 f1-& 1-2: y 
| | | gdo = | dz| dyf CE 
L Jo Jo 0 
pa "i-a . 
=j da c(i—mc—y)dy 
Q )0 
nj 
= | 3 giir)? de 
T» 
"mA 
Tap 


又 概 据 对 称 性 可 知 
f[je serm fff 


本 例 中 对 于 被 积 函 数 与 积分 这 域 前 对 称 性 的 应 用 必须 予以 注 
意 ， 利 用 这 种 对 称 性 常常 可 忆 简 化 重 积分 的 计算 . 


EH HEY y uli pue ras n m I PEOR rr APR mm se a nga s 


i54 第 三 章 E P 分 


2%， 柱 坐标 与 球 坐 标 
空间 任 一 点 型 在 直角 坐标 系 中 对 应 于 一 个 数组 Gm, y, 2) CHI 
AX M Xe ECfR AS SR GRIP BS AIO; 同时 点 M. 也 可 以 如 图 3.28(w) 所 
示 的 那样 与 数组 4r,， 0, 2) 相对 应 , 其 中 
Or< o9, 
KIKE, 
— co«Zzg«-4 oo, 
JERGA (r, 0. 就 称 为 点 M 的 柱 坐 标 ， 从 图 3.28 (o) VETE EUR 18 
A M EHIE, y, 与 它 的 柱 坐 标 (7, 0, 0 Ze T8] BO 36 t 
is peos, 


l 4-— rsin£, (3.84) 


=r, (8.35) 


$2 -— "t 85 155 


E 85s 3 B] — 356 A bg rl qj x 79 CR 3.23(0)) 

(D) 7= 常 数 ,一族 阅 柱 面 ; 

(2) 8 二 常数 , -一族 半 平 面 ; 

(3) z= 常数, 一族 平面 . 

如 图 3.24(a) Jor Xe, 空间 和 任 一 点 型 还 可 以 与 数组 (p, o. 


的 相对 应 , 其 中 
p< co, 


Opr, 

O00 dr, 
此 数组 (fp, o, 外 称 为 点 型 的 球 坐 标 ， 从 图 3.24(z) 中 还 容易 看 
出 ,点 M B ELE Sis (m, y, 2 与 它 的 球 坐 标 (p, p 60 Zt TB n] 
如 下 : 


x= p SN p cosp, 
y —psin ain, (3.56) 


(o) 


Or ôr Om 
ap êp 80 
Diz, y, 9; _|2y Oy Wi 
Dp, p, 9) |0p 2p 298 
Or — & æ 
ap Op G0 


——— re e cba end S e E 


scr 页 oos 


sinpcosÜ pcospcosü  —posin psin6 


—|sinpsinU pesosnÓ ^ posmgpcosó 
cos Q —psin p 0 
— p? gin p, (3.87) 


B LEA ER R80] 5 Je Ac p tl ii A (SAR 824 (00) 

(D) p= 常数 ,一 族 球 面 ; 

(2) p= $e, K AHE E; 

(3) 0= SR, E. 

3. 三 重 积分 的 变量 替换 

类 似 于 二 重 积分 的 换 元 法 则 ， 我 们 有 关于 三 重 积 分 的 换 元 汇 
则 如 下 : 

T=X(u, vU, w) 


y=Y (U, v, w) 
o-er (uU. 0. w) 


fff f (a. y, D dzdydz—— — 


Vzyz 
| We OL, T, WC, y, v, w) ki zlu, v, w)) 
LoT" 


x GELE du dodw, (3.38; 


方程 组 :满足 隐 通 数 存 在 定 王 的 条 件 ) 
a elu, v, wn = 0, 
y- yiu, v, w) =0, 
g—z(u, v, w= 
确定 了 - AAR 
EE y, 2), 
e= ole, y, 22, 
lo- w, m 2. 
pz jj — JA p T8 x 
| y, 2) =R, 
vle, y, 2) =R R, 
loi: y, 2) - A 
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把 积分 区 域 玉 分 割 成 小 区 域 AV, AV s, AV, 这 时 体积 元 素 
do 的 形式 为 


41] D(z, y, D |, a 
da E DD ; dudo dw. (3.89) 


特别 对 于 式 (3.3 约 和 (3.36) 所 给 定 的 变换 ， 相 应 的 体积 元 素 
分 别 为 


和 


dw=r dr dô dz (8.40) 
dv — p* sin p dp dip d0, . . (8.48) 
于 是 运用 柱 坐 标 计 算 三 重 积分 时 , 有 
MEC y. de [f [rr eese., rgn8, z)r dv dO dz, 
v V 


而 运用 球 坐 标 计 算 三 重 积分 时 , 有 
fi fm, y, 2) dz dyuz 


= De E esinpsing, peosp)p’ sin p dp dpdad. 
p p p 


UENE * 3 13. EA «xn (42-0, b2-0, 6>- 们 的 


体积 . 
解 ” 设 此 本 际 芭 域 为 了 , 则 应 用 三 重 积 分 计算 体积 ,有 


T -| | fa -jj dy de. 


为 了 计算 这 个 二 重 积分 , 作 如 下 的 变换 : 
v= dp sin p cos, 
l bp sin psin h, 
z= CD 003 p, 


计算 它 的 函数 行列 式 , 得 


uc 8nao06080 wpcopeosd —apsin gsin 8 
D(x, y, 2 " : P : 
i7. -—|bsngsin6ó bp cosg sin G bp sin p cos 6 
Do, P, 0) i a | 
E CORP —epsin o 0 | 
—abhep? sin o, 


€————————Óá det E EE re EN 


158 ALIE E p 分 
在 此 变换 下 , 椭 球 长 域 矿 可 表示 为 下 刻 形 式 ; 
OKE; Op UKE m, 
TE, EKER KR A 


p= | | | abep” sin q dp d dà 
J 


™ 


== E mr dp | < ^c» sin prio 
27 (71 f Die. 4 
一 | a -z abe sin p dp = | <- ahe dð =-=- sabe, 
S0 J0 D 0 5 D 
Ba 试 计算 - 重 积分 | 上 ezayae, 其 中 各 分 区 域 玉 为 上 半 
u 
PA EK UK, BB. °t y? be sid, 250, 
解 Rn DEHERASRID ESI EU. IXRPBIARIRXXV 
HERA TYDER: 
0<e<], ops m, Qs Ep, | 
于 是 有 
IE dz dy dz — ffe cos jp sin p do dq dà 


-| æf dof, p” cos p sin p do 


E eos sin o do 


dea de | 
s n o du 一 T 


[je 27 pa cde, Er V. Ah E 2-60. 


例 5 gone 


"—"——O———— R OLE 
3.25), 
KO ”采用 柱 坐 标 计算 ; 


EB FRE RA ADR- XH BAS 159 


fil CE EE ES TUT 
T 


加 | | | (52-2) r dr di dz 
n 
"as Si LES 

zu aé | rar) Cr^4 2)dr 
0 Jo ü 


2T ft - 
== El y dr 


- NE [dé-5 


3.25 
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1. 曲面 面积 
在 一 元 微 积分 中 曾 利 用 定 积 分 计算 曲线 的 骂 长 ， 现 在 我 们 讨 
论 如 何 应 用 二 重 积 分 计算 曲 而 的 曾 积 . 
设 昌 曙 方 程 为 <= 了 (%, 护 ， 六 为 曲面 的 一 部 分 ，S 在 rOy ^5 
W CEREREA D, HAASE, EKR D ERREAK 
KER Se D Ffl 20. AER a S EER A, uut, 
在 «Oy 85s Ei 1H] PRAI R, 
c—4 XE. yg 
PTERA Fed ER DC D. Z3 URS YE 7E, do, 它 的 面积 也 
JH do ZIR, LPS 2.26, M PS E 
Ag — xy, 
以 小 区 域 do WE, 母线 平行 :坐标 向 其 直 的 柱 体 天 "ihe S n 
交 为 AS. Æ AS FER A Mim y, D. MESfA 在 点 
M At 89 UE T pi UK 的 交 为 AS R 3.27), "BL! un JB 
AS 2:28. PROS AI ESO, do 4629. AS 在 oO y 坐标 面 上 的 投影 区 Js, 
VA TG GRR TRIES EU THER SR. 
Jg — | JS eos y| = AS [oos yl (3.42) 
HU y 为 曲面 s ix, DYE M ir, y) ABIRE D] Hore t Ag qn] 


— a a 


3.26 E] 3.27 


Eus, msc2.19) 18 
n= = f:l, y)i— fi, 353 - k, 


所 以 
I. 
| eos y | = IATE (3.48 
于 是 从 式 (3.42; 便 得 


AS — 4/13-f14 Edo, (3.44) 
EpL B e i | VE, dioi S RRR 4 可 以 表示 为 和 式 的 极限 
A-lim X AS — lim EV IIF Ff do, (3.45) 


其 中 4 为 小 区 域 Ao 的 直径， 比较 式 (3.46) 和 (3.3), [gni S 
的 面积 可 以 写成 一 个 二 重 积分 


4 -fjv 1323 ds dy, (8.40) 
4j 


901 ARER sty tHe =a WEBER A c3) xar(a20) 
所 截 的 这 部 分 曲面 的 面积. 4. 

E ”因为 这 部 分 休 面 是 上 下 对 称 的 ， 所 以 只 稍 先 求 出 其 上 半 
部 分 曾 积 ,然后 匀 2 就 得 到 全 部 面积， 图 3.28(&) HH T LE 
部 分 的 一 半 . 

W rOy ERME, Kik a? c y? ac (B 3.26 (5) JERR E 


TO 


8 ge- KiE RRUS CO ER US 161 


& 


图 3.28 
2 3843) 3C n] EJ IT FEL Ap EIR T: 
9 r TD 
UN PSU Rs O«zr«za cos. 


上 半 部 分 球面 的 方程 为 


人 NO es 
因此 ós Value Oy Vaca yy 


-FJ& BER i Ri B] ii P3 
ee Vo 


了 


秆 一步 利用 对 称 性 ,有 


re af E 


at 
2 - 


m. [^] 


-— AT 
T? 
(58 


(a! aain? MdA = tli ) l 


JU 


Od n $ a = = $ = 


i62 zog O8 积分 


例 2 BS 为 一 个 球 心 在 (0, 0, e) (277) Ak B XR Ti, 4 R 

3.29 所 示 ， MERER S 与 球体 a7 y? 1 zh a? 相交 部 分 的 曲 

WE A 达到 极 大 ,球面 S "sie 
RREK., 

解 从 图 8.29 易 刘 ,球面 S 与 
球体 相交 部 分 一 定 为 仿 的 下 半球 
面 ， 因此 它 的 曲面 方程 为 

z—g — MVR wy, 
于 是 


Oc 2 
ox JR? - g? y? z 
OY 

m orm 和 VET ST y 


Esca - BI ai y RARER «eyes eat, EEEN 
分 曲面 在 *Oy AE ESTEE T BEREICHE 刀 的 表达 式 : 
R? 


D, tpai 


(4a? 5 R?) 2 


它 是 一 个 贺 形 区 域 ， 改 


E 
VR? —3?-- yy STRE 


R s 
p Rr " 2g VIR? Aro 
A- [fI drd | 2 J 
2.5 X 
af [z-f]le-mme-Ilje 


$3 £-—XEurmfv m EERE 163 


TRE IV IRT BERE CR pit 1m 210 — 二 BP RKA. Eo 


d.d Sut p QA Gr 
一 -一 -- E 4 一 一 nik E po n — 一 .一 - A 
um aA cM a e 
dag 3 一 0 ARANA fe 


R=0 和 R=- 生 a 

显然 如 -0 使 4 达到 极 小 : 而 在 及 一 二 a 处 的 二 阶 导数 
d24 E 
rr NR 


R^. ü 
HON Re A RER EKEN S na, 
如 果 有 经 曲 面 吕 由 下 列 参数 方程 给 出: 


r—mr(u, v), 
| yy lu, a), 
| 2--z(u, V}, 

Hop (u, vo ARER AKR D. IBN EXER elu, a, vu, 2), 
zu, v) ERR ARS RREH GERBER, WREEK D EKN 
D'a. y 


行列 式 Du ay TORTE, MAH 
o 1) =Q, 
y= gu, v) =0, 

可 以 确定 一 组 函数 


io y), 
v—o(z, y), 
把 这 组 函数 代入 zzu, v) A, BER 
z-z(w(m, y), v(m, y)). 
ik EOM Qe y: IE ER A, E (dO REPE S EE Ms, y, c) 
处 的 法 回 量 


ges D (y, z) ? | D (z, c) s D(z, y) 
320 m Du wc 


164 gocik m dio 
ix iE np sk n PEERS E T Dg 
2. (58m) inea Y (em DY 
In; = (Diu ny , G E Dis. v) 
‘Oy Oz Oy Oz y 2s (2 ör & Dr 


7 Var Qv Ow» Ou. Qu v» Ov Ou. 


(Ov Oy Or Oy Y yg pa 3.41 
TUO 9 2) BG-F, Dor 
其 中 " 
^P { LF 
5 (2) + Ha E (gy. 
M ox "€ 
dn (Z) m. 1 (5-48) 
"_ ôr Or» , 0y Oy , O0: cx 
FUCO d Qu dr 
PE XE NAE E 
Dv, y) 
D(u. w} 
cy e B 3 
xk FÉ, A (3. 440 (8 RT PICS Y 
s. 1 4 EG —- F? 
心 一 $08] le- pa s d Ao, 
Du, v) , 


is ES 的 面积 A 可 写成 下 列 形式 的 二 重 积分 
~ BG- F? 
dum aocor Diz, y) L| dedy. 
Diu, o) 
AX dp RR r—c(u, v), y y Qu, v) F, Ti 556 3€ dady 变换 成 


Dus p. .dudv， 所 以 经 过 上 述 变换 后 , 得 


4- [| V 88 - race. (8.49) 


这 个 公式 虽然 是 在 了 B A: 在 刀 上 水 等 于 零 的 条 件 下 推导 
而 得 的 ， WII 变量 z. y z 的 地 位 是 相同 的 ,不 
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一 定 要 把 zx、y ERARE, 把 z 看 作 它 们 的 函数 ， xp D. ME 
EKDE Da, p Dy, Bee, T ag — A 3t 4B AS ^y 


~ Du, v)^ Diu, v)^ Diu, v) 
于 零 , 我 们 就 可 得 到 式 避 .49). 
fS 试 求 半径 为 吕 的 球面 的 面积 A 
Wt ”半径 为 召 的 球面 的 参数 方程 可 写成 


x= R sin pcost, 


y= H sin psin 6, 
z= B cosp, 

其 中 参数 0 二 sr O92, CAR — ELS TRA 
gp T Reosp eost, e - — Hsingsin8, 
ĉl L Reogøsing. 9 > Rein acosg 
Br 4t cos p sin 8, p Rein pcost', 
ez : ez 
RM £x ld) 

p R gin o, 26 1 

由 此 可 以 算得 


SEG E? = Rang, 
2x 
故 A- ff R? sin pipita f. af R? sin pdp 
da 


ER 
-| 2B:00 — Ax R*, 


o 

2. 第 一 类 曲面 积分 

设 空间 有 一 物体 , 它 所 占有 的 空间 区 域 为 让， 已 知 物体 在 六 
中 的 点 M (e, y, 区 处 的 质量 密度 为 pala’, y; 2). AV AV h 
的 一 鼎 小 区 域 , 它 所 相应 的 物体 部 分 的 质量 为 Am, E AV 中 和 证 
琅 一 点 (z, y, 2. WES dV quis GEB BUCO BE UB IX. RE 
相同 的 , 则 有 : 

Am= mle, y, 2 AV, 

Hop AV. 表示 小 区 域 AV. 的 体积 ， 所 以 当 Hatz y, 229 IRV 
上 的 一 个 连续 函数 时 , 物体 的 质 基 微 元 就 为 
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dm= pam, y, do, 
于是 比 物 体 的 质量 
m= {{ [dm= Bam, y, Tdo, (8.50) 
f|- jf: 
HARRE rOy bd CaA FERR D. cut D 
中 点 M (m, 人 外 的 而 密度 为 pale, y). 25 ul, YN D E fl 38 
HERR, STE TRE HE B IB EAT A 
dm= us(xr, Pdo, 
其 中 de 为 面积 向 元 起 面积 和 元素， 十 是 落 板 的 质量 为 
di ac y)dz dy. (8.61) 


现 考察 空间 中 几何 形状 为 曲面 8S REED TELURCUR RELIER. 已 知 物 
Ade ird S Bg Me, y, 四 处 的 天 密度 为 mw, y, s. Y 
AS 为 曲面 8 ER- Wu, Ga ow, 27M AS 工 的 任 一 点 .如 此 
把 AS 的 每 点 处 的 而 密度 都 看 作 是 相同 的 , 则 由 AS. 相应 的 小 块 上 
向 薄板 的 质量 就 为 

din= uals, y, 2) AS, 
其 由 48 表示 小 曲面 S AER, qme ERR S 分割 成 ”个 小 块 
ASi, A8s, e, AS,, 并 在 每 一 小 块 AS, E EXE RR Qn, uu c), DU 
XC it i E p En] I t 7 
l m= lim > Ha Ci, gf, 2) AS, 


其 中 8 为 maxíd,d,2y AS: 的 直径 +}、 如 果 我 们 把 上 述 极 限 记 为 
[[uztu,u, Das, 就 有 
& 

m= f[uste, y, d$, (3.52) 


s 


一 般 地 , 对 于 一 个 在 曲 海 S. 1f EUMD IUE or, y, ,如 内 
极限 lim S Gs, yo) 48, 存在 , dig i | or, v, 24, Bh 
L =l f 
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IP (z, y. z) dS = lim Y y(t, Yi, 2)) AS,, (8.58) 
Tus d-> 《一 1 


JERKIEETUS UB oc, v, VEEMI 上 的 第 一 类 曲面 积分 . 
Anm gigi S. ARA e f(x, iD de sOy 坐标 面 上 有 界 闭 区 域 
D EWA, mE f£ (o, 办 务 种 一 阶 偏 导 数 都 存在 且 连 续 , WAR 
(3.46) 便 得 师 面 微 元 
dS =V TF fit fida dy. (8.54) 


FE MERA fo. v, 248 就 可 化 成 下 列 二 重 积分 : 


ffo ev y, as fotu. y, Fæ, o TIR TER dedy. 
F] "n 
(3.55) 
IURE S 二 参数 方程 r= elu, v), y=y Go v), 2mz(u, v) 
给 出 ， 其 中 (四 的 取 值 范围 为 区 成 刀 , T Helu, 1), y 9), 
s(u, 只 的 各 种 一 阶 仿 导 获 痢 存在 且 连 续 ， 函 数 行列 式 DOS 
Di D DOSE pant A Jap : ' : 


(3.495 ,有 他 面 微 元 


dS —4/ EG — F*dudv, (3.56) 


ffe (s, y, OAS 


- [[otec. v), y(u, 2), su, WI EG F dud, 
|. (8.8D 
MA vcrsus [[itevr-enas, obti 8 为 旋转 抽 
frjiz-4-a—w E dn 的 部 分 ， 


解 PDA: d—e y A X 


US o oz — 


-—————— ——— MÀ € 
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Br EE 158 (3.54) $3 
dS — A1 [Ld - Ay! dz dy, 


Ja 人 
N 


- | [arty Aay?) VITA t y dedy 
D 


=ffav T+4%3 + Ay? de dy, 
其 中 D 为 曲面 S 在 wOy 坐标 面 上 上 的 投影 区 域 , 易 知 它 是 一 个 图 形 


区 域 
D. a? y" «x4, 


FV Fg AR A5 bg RT BL ELUET n, 
D, 0xBx2z, 0«r«2, 


故 应 用 极 华 标 计算 上 而 的 二 重 积分 , 得 
le 4 y” +4 dS = [je -- da? | Ay? da dy 


b aoj "Ar UFI dr= In [Se aras [^ ao 
-| + atv- Dd (17~17 — 1), 
例 5 计算 曲面 积分 | eas, KHAS 由 参数 方程 
s 


c-WwCOSU, Y e wsInv, z—Yv 
给 出 ,其 中 心 , 2) 芍 取 值 范围 是 
D. (Kusa, Üsco« 2m. 
解 ”由 式 (3.48) ,得 
Fi -— cos? v. - sin? o - 01, 
G =w ain? y --? cog? o4- 1 — w?-- 1, 
F= —usmvocosvo- usinecoso 4-0 — 0, 


于 是 ,由 式 (3.56) 有 


dS = 34 wu dude, 
e" 


(eas ^ | fe A/I iu dudo 
一 | vida: | A adu 
-[z 9] 7 ee Dan o RETE 
=p aN 1-1-a? mln (ai A/ 14 0?), 

3. 第 一 类 曲线 积分 

在 讨论 了 第 一 类 曲面 积分 后 , 我 们 顺便 讨论 第 一 类 曲线 积分 . 
因为 两 者 具有 许多 类 似 之 处 ， 昌 然后 者 最 后 是 妇 铺 成 为 一 个 定 积 
分 来 计算 . 

现 考察 空间 中 几何 形状 为 曲线 外 了 的 物体 的 质量 .已 知 物体 
在 其 几何 曲线 了 的 点 M (m, 9 ,外 的 线 密 度 为 aG, y, 2). WE 
A KHR ER EE d £X, 它 的 长 度 也 用 ARR. WA HER 
一 点 (zy, 2. 如 果 我 们 把 4 上 每 一 点 处 的 线 密 度 都 看 作 是 相 
等 的 , 则 小 是 线段 出 相应 的 物体 部 分 的 质 景 为 

dm= pa (zx, y, 2) Al, 
XE d ZEE P 3x nAi dA, de, se, du, 在 每 小 段 A UTE 
取 一 点 4 的)， 则 整个 物体 的 质量 为 


vo» im $) usns, Yi, 2) d 
Jib do max(d,|d, Jr 把 的 长 度 }， 如 果 我 们 拒 上 述 极限 记 为 
[ uito, v, diit 
m= | pale, y, Ddl, 
XPP—4dESRERBRD EAEL Fe, y, 0, MERR 
'm SF (a, Yis 2) Aa 存在 ,就 记 它 为 | F(x, y, Ùd, BẸ 


D fal 


fr (£, Y, z) dl m lim 2 F (ai, yi z) dh, (2 .58) 
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并 称 示 极限 为 函数 PP (n, y, 起 在 曲线 7 上 .的 第 一 类 曲线 积分 . 
X 01743 zOw 平面 上 的 一 条 平 于 曲线 时 , 它 的 弧 长 微分 
di— v dv 2- (dy? . 
类 似 地 , 当 了 为 -条 空间 曲线 时 , 它 的 弧 长 微分 
di — s (dz)? + (dy)? 4- (dz)?, (3.59) 
Ans BEREIT 由 上 列 参 数 方程 给 出 ， 


r-—zc(t), 
[ro (ast B) 
z—z(i), 
BK Bet UE A 
a- (EY (2Y e (Ryan (8.60) 
于 是 曲线 积分 (3.58) 便 可 化 成 下 列 定 积分 : 
| F, y, al 
-freo so n yE OE” 
(3.61) 
例 6 试 求 曲 线 积分 [x 具 中 曲线 1 的 参数 方程 为 


wwoo8t, y=asint, 一 (Oxt-:2mr), 


解 ” 因 为 
dz 


: d dz 
p — a sin £, e cost, d b 


故 由 式 (3.60) 便 得 


d= s'ai dt, 


Td, | sdi | i Lat 2o VaL, 
ł 9 


例 7 计算 曲线 积分 | vdi, 其 中 1 rOy WERTER PN h 
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££ y =de 上 自 原 点 到 点 避 , 20 — ER, 
解 ”曲线 段 ! 相应 的 参数 方程 可 写成 


t, y=s o£,2—0 (0&4), 


T= 
2 


HRR vat MARFAN: 


| 
KL e| xv idi= ze d) : 


S4 重心 与 转动 惯量 
了 .重心 
设 在 空间 点 Me, y, 妇 处 有 一 质量 为 台 的 质点 ， 则 此 质点 关 
于 坐标 而 yOz .xDz、zOy WEERJJ A12Y 229 ma, my mz, Ai, WE 
zr [a] 1 — ^ ICE EB, TE Min, yi oz) PEE BU RAE ERE m 
1,2,--, m9)， 则 此 质点 组 关 丁 坐标 面 yOz., zOx, sOy ARJ HE 
别 就 是 
Doma È m, Sma, 
些 质点 弓 的 重心 Gm, g, 2) RRR MERER 
质点 , 其 质量 是 原 质点 组 的 质量 总 和 { 即 $m), ilie T Abit 
2yOx、x07、z0g 的 静 力 捧 与 原来 的 质点 组 等 效 , 即 
(3 m) g= Y Tas, 
(3 mia y z TINH; 


(3 Jan; XE = = VY Taf, 
{=} 


由 此 可 得 此 质点 组 重心 G 的 三 个 坐标 : 
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PLACE (3.62) 


38-5 £x RA as [hn] EXER VÀ 的 物体 CEHE E E N usle, y, 2). 
物体 的 重心 aE, v, 2) 就 是 这 样 一 点 ， 妈 设想 此 物体 的 全 部 质量 
都 集中 在 G 点 而 成 一 质点 后 ， 它 关于 坐标 面 yOz, z0r, vOy WS 
力矩 与 原 物体 等 效 , B 


zl Hala, y, dv 
3 


=| | euste, y, sid 


2l Á y, SIU 


1 
i ffun, y, av, 


iepa 
=- [ffans x, y, v) dv, 
l, 


其 中 mle, y, Ddo BI I Wik KER SISEH 
ff [usns do 为 此 物体 的 质量 eusle, y, dre, yuste, u, do. 
[4 


Zile, y, 2) do 分 别 为 质量 微 元 关于 毕 标 而 yOz, 0x, «Oy Bi 
5g. 由 上 而 的 方程 组 便 得 物体 重心 G fg Vr AER, 
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apaw, y, SY 


a S 
T. 
"一 一 、 


a , 
If Wa (v, V, z) du 
y 


| {ype, y, Ddo 
5 二 一 一 一 一 - (3.69 


CEDE 


17 一 
IM y, de 
y 
MEO Y, gydo 
川 me y, zidv i 
Y 


Bj 1 RPE V 由 图 3.30 给 
H. 利用 球 光标 可 将 它 表 未 为 
0<p<a Ü«p«a, (<02. 
锥 体 的 质量 分 布 是 均匀 的 ， 它 的 休 窗 
HE pa(m, y, D =k. WREE 
(eG, y, 2). 
解 ” 由 此 锥 体 的 对 称 性 便 知 


gg, 
3.30 
此 锥 体 的 质量 为 x 
ME 一 | x a do | kp? sin pdp = 2r ka (1 — cosa), 
. 0 0 o e 
v 
x “ 2 a 
1 zkdo 一 ls do| ay | kp? sin p cos q dp 
A el 9 
a 
一 于 kw: sin* « 


于 是 由 式 (3.68) ,得 
í ku? sin’ a 3 
g p nes 人 a(l teoa), 
x1 ka? (i -— C09 a) 
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如 果 物 体 是 … 块 曲面 薄板 , 其 几何 形状 为 曲面 S, Ts PR BE HE 
为 palt, y, )， 则 此 物体 的 重心 GG, 9，2 的 坐标 可 用 类 似 方法 


推 知 为 
2 
foe H, :z)dS N 
e 


y= de, 
Dr 4, SAS 


TE NAS (3.64) 


| 


g 


4 S 
| | Zu»(m, y, SS 
s=" 


o 


Š 


[oc r, y, DdS 
fu; (mr, y, DAS 


v 


Bax, Y, ddI 


dE EE— M E, HL TE 3R A ip £x D, E n RREAN 
ule, y, 2), WEHRT O Gr, y, 2) 的 坐标 也 可 用 类 似 方 法 
推 知 为 
cy (m, y, 2 


T =r OO -一 一 一 一 一 


| Bam, Y, Jd 


fey, 24 
和 (8.65) 
f m y, 2) a 


Jom Y, zd 
ped x -一 


[mo Y, PE 


M2 BR- TERY R, 质量 分 布 均匀 的 半球 面 的 重心 
G(z, y, 2). 
EE TERET DELIS ESES 2 ERD, EA 


noa a 
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BEE uele, y. =k, WUE ERT S 可 用 下 列 参数 方程 表示 ; 
z= Rsingcosb, 
y= Hsingsiné, (U Sex, 0<0<sz ) 
z= Rosp, 
A383 ffl 8 TH IER 
dS = R?^sin págpd, 


六 r2 ^m/3 
[54 | (ads = | di | kF? sin p cos odo 
本 JU PEU 
8 
= [7 D amas nkk, 
Jo 2 
PERT II DER o HA kR, TE 


由 对 称 性 可 因应 有 
z—0, y —0, 
2. 转动 惯量 
Tr EDAM Gr, y, DAA- AEN m 的 质点 , 则 此 质点 关于 
坐标 而 yO2, 20r, sOy f A E A 
lcm, Te—= Yn, Tam, 
EEAS gh, y $8, 2 轴 的 转动 惯量 分 出 为 
Iz= (y+ Dm, Ty= (w+ wm, L= (22+ yD) m. 
此 质点 关于 原点 的 转动 惯量 为 
Io— (2?-- y+ 22) mn, 

3- 一 个 物体 了 所 占 的 空间 为 区 域 下 , 它 的 休 密 度 为 nao, y. 2, 
MEIRI Ch oe oe T AS PR Yd y Oz, Or, sOy mj fca fft Ek Ay 别 
为 

tuac, y, Ddr, yalo, y, Ddo, zum, y, z)dw, 
Br EA Va BE OY, AE e vC, zOm, Oy 的 转动 惯量 分 别 为 
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T ya {| ass (s, y, z) dv, 
i 
| Le | | [vusts, y, 2d», (8.66) 
| 


Ler = ffens (z, y, Qdo, 


y 


同样 可 知 , 此 物体 关于 o 轴 , y 轴 , s MESRAN 
1,7 J| [0 uale, y, d, 


了 ,一 I (22 -- x7) ua (m, y, z)dv, (3.67) 


F 


d s= l f (a? 十 y» 3 (x, y. z) dv, 
a 


而 过 物 体 关 于 点 点 @ 前 转动 惯量 为 
了 5 一 人 y, ndo, (3.68) 


818. 试 求 一 个 半径 为 R, 质量 为 名 的 均匀 球体 关于 此 球 的 
i 一 个 切 平面 的 转动 惯量 ， 
| R PERKER X 
za 十 42 二 G- RKR 
(WE 3.31). 现 要 求 的 是 此 球体 关于 
坐标 平面 rOy 的 转动 惯量 Ts. 
此 球体 的 体 密度 为 


pam, y, %) = 4 一 =k, 
He 


图 3.31 采用 球 坐 标 可 拒 区 域 六 写成 下 列 形式 ， 


Vy 


OSSH, Ücpx., 0 p«2HReos o. 


习 8 177 
六 3x : {7/2 2N vui gp 
= Í | E dv — i ul dq: | kp? cos? pp? sim p dp 
2 Ja o Ja 
V 


-| M E. cos p sim pda 一 gzim- 6 Bim. 


P 


3j 题 


1. HATH- ERS: 
(1 [|z y dzdy, D. Osal, —lsiysl; 
É 


(25 fjv zan, D, —l«xz&«l,0sy«2; 
b 


(3) NAM D, exem, -Fays 
i 


(4) 44a) 97 dsdy, D. Owl, Osiy l; 


= 
vem 


(5) js 人 Y \dsdy, D, y=v, yss0, o= 4 ril EC. 


n 


2， 计 算 下 列 二 次 型 分 : 
a [as] osi (2 站 


IT 
daf e**? dg; 
e» | 如 | yay: (4) IC  "rdz, 
Ja i: Ji Ja 


8. E C RIBUREHLD. EZARRI || fr dedy 分 别 化 成 次 序 不 同 的 
二 次 积分 i 
(D D, Bau, wd, CUR PRR is 
© D, iigxd4y—isw y=4; 70 所 图 成 的 区 域 ， 
GD D: FR y= e VL RCRE S Hc v? er FR ERER A: 
(D D. 由 抛 物 线 usa yst a pi IRIKI; 


(5) D. Zi Yeu (6) D. (z-2)i (y-8)'«4, 


生 ， 更 换 下 列 二 次 积分 的 次 序 。 
GD fide fos dy e» f, ef^ fG, dz; 


——————— 


— M 5 sn 
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10. 


c [aef F, än 
a5 fos di NIC vis f. daf” fü. dus 


w dua 4 
© f af Seis © fra fos Way. 


. WEE BAIT 


人) | rn D. xiy—3, s=0, y=0 FARRER: 
D 

(2) Jescecaan n, D, x0, gor, ya 所 国 成 的 区 域 ， 

(3) Jem D, y=2r, gez, z—4, y 3 Fi ARR; 


c Newry) tan, D, yz, y-x-a, y—2, y—8a MERER, 
n 
Hh a0; 
[ € =74-1, y= 2r, Y= 

(5) I dedy, D, yoz34-1, y 2r, z=0 MERKER. 


， 利 几 极 化 标 计算 下 列 二 . 重 积 分 : 


『 £n 

0» jaraw D; lar ty sg 
D 

(25 [am D. r? 4y xa? (22-0); 
n 

(3) je Va ah dzdy, D. mar 495 «4x5; 


a J utm D, ttyl 的 第 一 象限 部 分 。 


d p x? z 


b 


f a Z ed, 
.计算 47 条 dy, je D sti 0, y=0, aeu SER US R, 


[提示 : EER vy, y ] 
iif [nte 41 dy, Hh DA a) y^ x 
a 


11. 


16. 
17. 


$2 
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计算 jy- dedy, 8h D y Oset, 0ye, 
" 


-计算 ja Rh D Joh ne 


A 计算 jj 2 一 一 -一 y dady, ABD. z=0, y=0, sv+y=1 BEBE. 


. — r—a(l-Feos0), f —a cos 9(a7- O) Fr gi X [XE 


域 的 面积 ， 
BOR riii om zt yt PLA F E w=, y=0, s=0, zt+y=1 所 图 成 的 
立体 部 分 的 体积 
RAH ox ye Eo V I P (>0) 所 天成 的 立体 的 体积 . 
ABUSE ma ayt) Cas ORRA BE n^ m 2y 的 -部 分 立体 

i —ü Vr ty < avg y*, 

wË y’? y 
的 体积 . 


WRÍ [eost v {azdy, D, ogret, Qc, 
Ò 


， 计算 下 列 三 重 积分 : 


(1) [||ayearavas, V. 1«z«2, -2«y«l, 0cz«2; 
y 
1 ERES 
(2) leor da dydz, T E ] zr, lsy-xa2, ls«z«2; 
(3) faye dray ds，V， :=wy, un r1, 0 国 成 的 空间 区 城 
v 


9 [|| yeoscw anas, V, y= z, y=0, 8—0, s+3=2 围 成 
的 空间 这 域 . 

利用 柱 沧 标 或 球 举 标 计算 下 列 三 重 积分 : 

{1) Ntyasayes, V. z+ Dg, z2 


(2) javaaravas, v. 21 0 0: 


(3) jj zy a +y dadydz, V. y?=20—2, y=0, s=0, s=a (o>0) H 


i i a 
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FIC) 48 [8] EXC ER 
en j g*detyde, 下 二 


(5) e dedydz, V, z=h(h>0), x 4y=2 AREZ E 


Thy Fe 
(6) 所 MATH n y da dyda, V, ex? uy? eA, 


: 计算 | Te F; Ea 8 e Mas, b>0, 20), 


b? 
iE Hill ems ey! 和 co Ga? - DRETIORL BO VLDE RUA THER, 


是 向 a? c y! bao do? FERIE a gh pb eec daz 分 成 阿部 分 ， 试 求 这 两 部 
分 体积 之 比 . 


m " 
. (1) af] s (5)de e| FUD- udu, V. oz yr 
F zT 


(2) 计算 | [cnt ag suas? aas deas) o, T. hi] D. 


- RHM y? 2253 — Batoe Bip ELA RT 08 EHE TALES Sz P 88 (ER 


(a 2401, 


: 已 知 测 个 球 的 六 人 d 并 和 eQRzr) PBÁOBRERERADDSECAGRIRHE D. 


SIRZEAGERVISPSD 4 UIARER 


计算 下 列 曲面 面积 ; 


(D 曲面 as 一 克 HA EE 2 二 所 4 相交 的 那 部 分 曲面 ， 
(2) ils V5 r? ty” RREH Cue BE) Dj. 35; [Br IG; 
(3) 圆柱 体 222. y? « R?5jy* - e? «RI CERTO) zz IB. 


. 求 sOy 学 标 面 的 平面 曲线 y 一 全 (全 二 6“) ER 0 E oa 之 间 一 


RERO: y pheth F farie e Ha E 


KIRI 22a thea! BL RETE T "E be a) 3 35357 0318] $4. 


试 求 百 曲面 r ty tuas, 2—2a- V x A ap Cz UD) BT TEL SEI 8 23 BI 
体积 与 天 而 积 , 


.计算 球体 Hy te CHER pale, y, 2) ^ y^ 时 的 质量 . 
3. 


试 求 施 转 抛物 面 m 33E [Ej :—1 不 围 成 的 立体 部 分 当 体 EDGE 


Or 一 


一 -一 一 一 -一 


10. : 


12. 


t3. 


14. 


J EN i81 


kale, y. Oed y BERTI T, 


. h rtg Rt, z—U, z= H (ROM. HOO BETRRE EE EE ACE 


Bax, Yy, Sy, OK Eg. 


. REH mir, y, 2) a^ M^ S, WORE E 


THERETAISS — 8 Bai RU. 
{1) jf(s+v+2e)as, S. 平面 可 十 入 二 = 工 在 第 -- 封 限 中 的 部 


3 HI 
5: 
(2) jf. tiydi $E. 8. KER s v/a3- v —u (a0 


j ayj-gy'"dS, V. zx-gt—c4 r1 dWp(ER SII. 


EBRE g— CO x aP QR UM SERE us Gn, y, c) rAP, VOR 
此 半球 面 的 项 旺 . 


. AGES EIJ &URERJIE c E TR] Fete A ET A LT SK IS KL- - 8 E A E 


FARES, RRES S IIA ht, 
计算 下 到 Di d E Hu 人 个. 


a) | Cetea di L e A H A aes acost-atsint, y=asini — at cost 
t 
(Üsctsc Dr's 


(2) Jure "ED 拉面 电线 s= accosti gy—asin?t(0st«m/2); 

(B) | ard soit, i sOy EE LERO, (0. C, 0, (O, 区 三 点 为 顶点 的 
三 角形 的 三 条 过 ; 

(4) J vd, 1. FERE vh px RC, 025: C2p, 29 2: [BL Bs 

(5) J, 22. i FES, YISINt, S—lQÜsziExz2m y 


(6) Ja, l Bpi ett yama, 由 十 四 十 3 一 0 
! 


车 平面 时 线 zx 一 Gecos t, y= bsn t(O z t«z 8x). kE 1 1) £R ABE na, 
$2 |y, RRE BB ES gU. 

已 知 曲 线 r=et eost, y—e'sint, 2z5e:0«z:«2) F fid ne Sz E C] Ni fi 
与 该 点 到 原点 的 距离 平方 或 反比 , BELA fECL, 0, 1) 处 的 线 密度 m= 1, 
REEE ERARE, 


一 
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$4 
-REBR m 1- V F IAE 20 所 用 成 的 立体 部分 的 休 密 度 


us 是 一 个 常量 , 试 求 此 立体 部 分 的 重心. 

洲 由 旋转 猎物 而 sat. ESEQE 2-1 所 周 成 的 立体 部 分 的 体 密 麻 ua 
是 一 个 常量 , 起 疏 此 立 休 部 全 的 重心 

试 求 圆 形 薄板 v -- y? za? 了 pats, y) — (m -a)?H y? S S DD, 
iS APER UU RE I Do A xl, y 的 重心 、 

试 求 8$3 第 工 MAR cO UM 的 重心 . 

uk 8 33:14 题 中 的 曲线 当 线 密度 为 常量 时 的 重心 . 

试 求 摆 线 r= sini), y=a(l - cost), [Os tz] 2422 28 BE 29 28 EE 
时 的 重心 (4 二 0), 


8. ORRE -yea rSh, yy0，*>>0 部 分 的 边界 线 当 线 密度 
为 常量 时 的 重心 Ca> 0. 

9， 试 求 一 个 半径 为 R, 质量 为 办 的 均匀 球体 关于 此 球 的 -条 切线 的 转动 
RE 

10. OREA n ARARAS D Deci AFE b BS esp 


11. 


量 . 
um Ea I PH seetac 0, 9>0, ce>0) 所 国 战 的 立体 


b* c 
部 分 的 体 密度 As 为 一 常数 试 永 此 立体 部 分 关于 三 个 坐标 平面 的 转 


、 m h y FA 
. R r-—acosi, y=a sini, mio (0 ast 所 2xr) 当 线 密度 为 常 由 Pp 了 时 


ALTA mee M. 


EL ——-—--——————————————— — e 


Mi -4-. AA eX, 


+ 


74 


Hu 5 


— 
C 


$31] 度 


1l. 方向 导数 
nf jo Ep uf, y, TT Mz, y, zx) kb Bg — A def E 


əf of əf, 
or^ y` e -分 别 表 法 函数 


Fie, y, D dE px M (a, y, 2) 
fbi ^4 A RI Jg k 
方向 上 的 变化 率 ， 但 在 许多 
实际 问题 中 ， 常 常 需要 知道 
Bi fm, y, DEA Mi, 
y, 分 处 沿 某 一 指定 方向 上 
的 变化 率 ， 设 2 为 某 一 给 定 
的 非 零 向 量 ， 现 要 了 解 请 数 
fæ, y, DE I M, y, 2) m «1 

处 沿 2 方 向 的 变化 率 ， 为 此 , 取 一 点 了 (wd4 Az, y+ Ay, z+ 42), d 
得 向 量 MP Sg L8 — SCORE 40D. RR [MP [20 3 
在 保持 MP 5 Lt RRT, 点 了 趋向 于 点 站， 并 用 
f OL) fa f OP) 4 BEER BR f n, y, OTS M Qr, y, 切 处 和 在 点 
P(z+dz, y+ Ay, z+ A BEBE CIEL BREA f, y, 2) ER 
RE ON 


| MP 


im LE -S M) (4.1) 

IFP (MP | h 
存在 ， 它 即 为 函数 Siz, y, 分 在 点 M (m, y, 2) Abit 了 方向 的 变化 
率 ， 称 此 极 眼 为 函数 .fo y, DEME, y, 2 ibis 6 Orig 


184 mus 5S o aS 


j Gf im, y 2) epi 
ab, ex TGD a BARM.. egi get n 
导数 A 的 计算 公式 ， 
定理 4.1 Eu, gy, 24 M, y, 2 iuri, d 
为 给 定 的 任 一 非 零 向 量 , cosa、 cos B, cosy 分 别 为 它 的 三 个 方向 


REM jz. y, 办 在 点 Mr, v, 2) 处 的 方向 导数 -全 必 存在 ,而 
H 


Y = arose 1 of cos f + f cosy. (4.2) 


证 明 B =f (x, y. edi M (xz, y, 办 处 可 微 , 因而 对 于 
TRR Ae dy, dz] 
du=f iet de, y 2- dy, 24-42) — f (m, y, 2) 


m mE 2 
z= Dr Az oy p y+- Ag 


MUS (Am)! + —— 4- Ca). 
特别 地 , ELE MP 5 Lr — BUR D P Ge do, ge dw, 24-42), 
MEA 


IP-JU) at SL ui de cot MP, 
(4.3) 
Hp MP ~ dci + dyj + ask. 


因为 有 PB 与 4 方向 一 化 ， FEOT R HREN EMT 的 方向 余 
3k. 于 是 有 


CO0S 凡 一 


-一 一 ，cos 记 一 y , COs y= He : 
| MP | IMP | MP | 
将 式 (4. 引 的 两 边 都 除 以 | MP 得 
IG-fGD S l Of Mp 


(MP)  % JHB) % WPI 
3f 4 — (MP) 
? MB) Jap] 
Z ë s 
hdi - 
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Bi bios FAEP |-»0 时 , h Est i RUE a DEE, RARD 


也 成 立 . 


例 1 RAR Sle, y, z)—:-ycz, L= -Ajik ARN 
MG, 0, 2 [9 35 04 a CT. 


E BRAR (e, y, ETN 0, 了 处 是 可 微 的 . 它 在 
该 点 处 的 三 个 个 导数 分 别 为 


=-4wy=0, A — 923-2. fa, 
NEN ETE 
cos a; — 0, c B- -4, ene. 


于 .nit Os ne 
于 是 这 一 cosa-} cos B+ à; C997 1., 


2. 数量 场 与 向 重 场 

HAR fu, y, DE R 空间 的 区 天 如 上 上 有 定义 ， 这 时 台中 
任 一 点 M (z, y, z) EXER 3E — pr EL fix, y, 2. 我 们 有 时 也 称 
E f, v, DAKR 2 上 的 一 个 数量 场 ， 例 如， 占有 空间 区 域 
V 的 物体 , 它 的 体 密度 为 ule, y, 2), WEAR um, y, 加 就 是 区 域 


V 上 的 一 个 数量 场 . 
设 向 景 函 数 
a(z, y, 2) —ad(z, y, Et a (m, y, 2) ca (m, y, Ok 
HB? 空间 前 区 域 2 上 有 定义 ， 
这 时 日 中 任 一 点 Mie, yos SS 2 
对 应 着 一 个 向 量 @(z, vy 2. R Mi, »20 


Arpérir do sym E ESAE a, y, z) 

为 区 域 2 上 的 一 个 向 量 场 . 
812 EEHEHE RR IOS d, 

了 ,看 的 原点 钼 放 有 一 个 电量 为 


@ 的 点 电荷 (图 4.2)，、 于 是 空间 H 42 | 
肉 除 原点 外 的 任 一 点 M, y, 2) XERD TE Ai re 38 TREE CBE fr IE 
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电 敬 在 该 点 处 所 受 的 力 )， 根 据 库仑 定律 可 知 ,此 电场 强度 Ec, 
y, 为 可 写成 下 列 形式 : 

Ez, y, 2) -prr n RE DAI (ve yj zk, 
其 中 so 为 真空 的 介 纪 系数 ， 向 量 丽 数 E, v. 3) 就 是 RS 空间 中 
除 原 点 外 的 区 域 上 的 一 个 向 景 场 . 

3. 数量 场 的 梯度 


定义 4.1 HAR um, y, DE MG, y, z) Bb nf DA. TE ns 


M (s, y, 雪 处 的 三 个 偏 导数 分 别 为 D. DE, D, RU 


Qu 5» , Ou " 
SE a k 
gradu 2 t+ a J4-- 


称 为 数量 场 we, y, 引 在 点 MG, y, "E. 

我 们 先 讨论 求 梯度 的 运算 ,然后 解释 梯度 的 意义 . 

例 8 WR AA ul, y, 0 =y TE MO, —1, 1) 
处 的 梯度 gradu. 

E ur, y, TER MG, 一 1, D Ab EE — Ar fg CA XII 


(4.4) 


Ou ou 
2a dm ap y 


TEAM, 一 二 4) 处 的 梯度 
gradwu- 2i —2J--2K, 
， 由 于 求 梯度 运算 实际 上 就 是 求 途 导数， 因而 它 具 有 与 求 偏 导 
数 类 似 的 运算 法 则 ， 诊 u, us B dE (o, y, 2 W PRU, FQ DA 
(Gr, y, DHARA, 则 关于 梯度 的 基本 运算 法 则 如 下 : 


(1) grad (a us) — grad ia -- grad us; (4.5) 

(2) grad (uuo) = grad uat us grad ug r (4.6) 

(3)grad (F (u)) = F' (w)grad wu, (4.7) 

pjt R u=r tydz, F(u)-—siu, 试 求 梯度 grad (sin (z^ 
tyt). 


E BARG. DE: 
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grad isin (z?-- y?-E 225^ — grad (F (u)) 
= F' (v) grad u — cos u (2d 一 23/3 + 22k) 
— 2cos(z? 4- y? 4 22) (zd yj + 2). : 
下 而 考察 梯度 的 模 和 方向 的 意义 , dx 4 XC um, y, 2) TE A 
M (z, y, 2 处 可 微 ,为 某 一 给 定 的 非 零 向 量 , cosa, cos B, cosy 
分 别 为 上 的 三 个 方向 余弦 ，4o 为 一 个 与 志方 向 一 致 的 单位 向 量 ， 
Bi 
I, = cosa d 十 cog B j -- cos yk. 


FE ule, y, 2E RCM Go, y, d HERO Lt Ta CAT 可 写 


成 下 列 形式 
Qu ur. eu i LU eu ex . 
Wide ea gy Bt gy y= graduko 


= [gradu |cos grad'u, È, (4.8) 
当世 方向 与 函数 (zw, y, 2) 在 点 M (m, y, DARRERE gredu Ari 
—Btit, cos (grad u, D) «1, 从 而 2^ 达到 最 大 值 ， 也 就 是 说 ， 当 
L=gradu it, A ule, y, 为 在 点 M Gr, y, DK ICD 的 
什 最 大 ， 这 时 


Ou N) 
ar gradul, 


这 说 明 函 数 wz, y, DEA M, y, 汶 处 沿 梯度 gradu 方向 的 变 
化 率 最 大 ( 增 太 最 快 )， 其 变化 举 就 等 于 梯度 的 模 |gradw| 当 《 -= 
—gradu Hj, cos(grad u, D = 一 +4， 从 而 方向 导数 


XRH ul, y, 分 在 点 M (o, y, 2) 姓 沿 负 梯 度 一 gradw 方 向 的 变 
化 率 最 小 ( 减 小 最 快 ), 为 一 |gradw|. 

曲面 x, y, 一 ce( 其 中 oc 是 一 个 常数 ) 称 为 数量 场 w(%, y, 2) 
UFB. EAEE- ÄG p 分 都 对 应 于 同一 数值 c。 # 
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M (z, y, 22988 dH viz, v, 2) —c LR OA HAR u, y, 2) 
在 点 M 处 可 微 , 易 知 向 量 


gradu n= ĝu i al ug d k 


óc" ay 7 


oma 是 等 值 而 (x, o z) som 处 
的 法 向 量 . 由 梯度 的 定义 式 (4. 包 使 
知 点 用处 的 梯度 gradu 即 为 点 M. 

所 在 的 等 值 而 vtz,2,2) 一 2 在 点 M 
处 的 法 向 量 ， 且 指向 丽 数 值 增 大 的 
一 侧 (参看 图 4.3, 其 中 mi<<e<ea)， 
TUR Ro 表示 点 M HKS (LTD uo, y, z)-cdE M Ah 
的 单位 法 向 屋 ， 且 空 指向 utm, y. 2 ECKE — D. M um, v, 分 
EA Me, y, 为 处 的 梯度 就 可以 守成 下 列 形 式 ; 
gradu = (25m. (4.9) 


樟 度 的 这 个 表达 式 不 依赖 二 学 标 系 ， 因 而 可 以 用 它 直 接 作 为 梯度 
BE C, 而 式 (4. 4) 2 BR ICT ELCHE S ps RP PRECES. 


$82 曲面 积分 


1. 曲面 积分 的 概念 

首先 给 出 有 向 曲面 的 慨 念 。 存 第 二 类 型 曲面 积分 的 定义 中 ， 
不 仅 要 给 定 曲 而 , 而 且 还 需要 指出 曲面 的 便 ， 例 如 , 对 于 一 个 闭 于 
面 ,我 们 需要 把 它 区 分 出 球面 的 外 俩 和 内 侧 ; 对 于 一 个 处 于 水 平 位 
置 的 平面 ,我 们 区分 它 的 二 侧 和 下 例 ， 一 般 地 说 ,我们 考察 的 都 是 
双 侧 曲面 , 即 这 种 曲面 可 以 区 分 为 两 个 侧 ， 当 指定 了 其 中 一 铺 后 ， 
XX AF EE IRORL IO o 30 8, MER-A AEA, 25 — ROS f 
我 们 还 规定 有 向 曲面 上 的 法 向 量 均 指向 曲 而 的 正 侧 .例如 , RIR 
面 外 侧 上 的 法 向 基 均 朝 外 , 闲 球面 内 侧 的 法 向 量 均 朝 内 指 癌 球 心 ， 
XH, 给 定 了 有 向 上 出面 后 , 其 上 任 一 点 的 法 向 量 的 指向 也 完全 确定 
了 . 


na ep rer a Aaa a e a ea D 
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TB E15 di $14 OR RAMEE, 

定义 和 .2 kalm, y, 2344€ S EE sE X. B n] D, S 
Ay — X68 AE HAm. 把 有 向 曲面 S ERO RU RR, n eA ER] HR 
面 4S4, AS», e, AS, 小 曲面 AS; 的 面积 也 用 48, 表示 ， HH d.c 
示 小 曲面 48, HA, 4 一 max{6,}， 并 且 在 每 一 块 小 曲面 AS, 上 
性 取 一 点 Mis, Ya z). $8 29 3 [81 il T] S 4E xà Mi, ys 20 AE 
的 单位 法 向 量 ， 令 向 量 
AS, = AS, 
如 果 极 限 lim DaT, p E) * 4S, 
存在 , EDS AS, 的 分 法 以 及 点 到 ,的 取 法 都 无 关 , HUP DR BR 2 Lg E 
5 ac, y, 2) 在 有 向 曲面 S 上 的 曲 atM iu ffa, y, z)-dS, 


gp ; 
ffals, Y, z) dS - lim S aG, Yis EE i (4. 10) 
. C= i=l 
8 


这 种 曲面 积分 也 称 为 第 二 类 曲面 积分 . 
从 上 上 述 定义 容易 知道 曲面 积分 具有 下 列 性 质 . 
d) ffia +b) dS = | | a-dS A |[a-«s. (4.11) 


(2) f(za-aS- e| {aas (E HERO. (4.12) 


(3) 若 有 向 曲面 S 分割 成 Si 8 S305 70 Ss B IE D] 53 5 B3 
ER — 35) , 则 
[[a-a8— [ [a-a8- [je-as. : (4.13) 
| 8 5 EM Ü 
(4) 车 以 S* dn S7 A IEEE IR) — S Hic dB Hg 8 fs fe] 
. WEE TL ARA ih Tg 则 
a- dS — - | |a-4S, (4.14) 
une 


【各 + 
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下 而 通过 两 个 例子 给 出 曲面 积分 的 物理 解释 , 为 此 , 先 将 曲面 
gU | [a-2S 反 述 为“ 微 元 求 和 ”形式 ， 


(O ZEE E S 为 一 些小 曲面 块 : 
(2) 对 每 个 小 曲面 块 定义 有 向 面积 微 元 45; 模 为 小 曲面 面积 
dS, 方向 与 小 曲面 上 一 点 M 处 的 法 向 量 n dH E, 再 作 微 元 


-— Fony 
a-dS — |ajdS cos(n, e), (4.15) 
(3) 求 这 些 散 元 之 和 的 极限 , 即 得 曲面 积分 | [a aS. 
E 


pil 流体 穿 过 指定 曲面 的 流量 QQ 设 S 是 一 个 有 向 项 面 ， 
alr, y, 为 流体 的 流速 场 , 那 末 , 每 单位 时 间 内 沿 S 的 法 向 给 方 
向 穿 过 小 曲面 块 dis 的 流体 数量 48 mpeg x fic Cfr Eo ir n gx 
[5] 2E 33D 近似 等 于 以 d3 为 底 , 1e E gps LEA: PCR, EI 
dQ --a-dS. 


Tk — Q-[[e«as, 


”就 是 说 ,流体 的 流速 场 av, y, z) 
在 有 向 曲面 S 上 的 曲面 积分 即 为 
pikk S 法 回 穿 过 曲面 六 的 流 
CERNA.. 

Tr Rr m 8 T8] (S. 为 闭 球 面 ， 

它 的 法 向 均 朝 外 , M Q 就 是 指 
单位 时 间 内 从 球 内 流 到 球 外 的 流体 束 屋 ;如果 有 疝 曲 面 避 为 闭 球 
m, EARRA, WAR Q 就 是 措 单 位 时 间 内 从 球 外 流 到 球 


V3 85 yt He 6c E. 
962 电 适 量 ， 设 静电 场 的 电场 强度 为 E» y, 2). 为 了 形 
象 地 描述 这 个 电场 ,物理 学 中 引进 电力 线 概念 . 它 是 一 种 假想 的 “ 


曲线 . 这 种 曲线 是 有 方向 的 ,电场 内 每 一 点 处 的 电场 强度 的 方向 恰 
为 通过 该 点 的 电力 线 在 这 一 点 处 的 切线 方向， 电力 线 在 该 点 处 的 
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4H BP CE PLE R I A £3 HO eo UU Ha. Eo s BE E B 
B8. 

给 定 一 个 有 向 曲面 S, 穿 过 曲面 S 的 电力 线 中 ， 有 的 可 能 是 
ipd s 的 法 向 如 家 过 5S, 有 的 可 能 是 沿 着 n Bm issu 
4. 咏 计算 穿 过 有 向 曲面 及 的 电力 线 时 , 沿 法 向 及 穿 过 的 电力 线 
计数 为 止 , dom HFS 的 电力 线 计数 为 负 ， 两 者 的 代数 和 
称 为 电 通 量 , 记 为 Po 下面 说 明 


图 4.5 E] 46 
事实 上 , 从 示意 图 4.6 可 见面 积 微 元 d de DLE Die ri t dt i 
ERREA dScosn, 至 )， 进 一 步 ， 按 照 单位 面积 上 电力 线 数 的 
规定 , 便 得 


T o. 


d$, | EdaS cos(n, E) - E-dS, 
从 而 使 得 B= || Eas, 


由 此 可 见 ,电场 强度 E ER mA S ER aa T 
曲 而 5 的 电 通 量 D., 
2 曲面 积分 的 计算 
Wig ig 
€x, y, 2) - dz (2, V, ERT, y, 2)J cas Qo, y, 2) R, 


192 党 正章 场 论 

用 曲面 5 与 平行 于 % 轴 或 y 轴 或 z 轴 的 直线 都 至 多 只 有 一 
个 交点 ， 区 域 Deu, Dus, 
D. 5r 9| y ih vi S de M5 d 
iii sOy, yO:, .Oz E B9 RE 
XE. WAZ m d 在 
坐标 面 sOy 上 的 投影 do 
(B.M 4.7). 从 式 (3.42)， 
易 知 

«doe —dS cosy, 

Arp aS- 188], BIZ ih 
"S 的 面积 微 元 ,? Ju dS o 
ymaa kaka, EA 
X y 为 锁 角 时 取 正 号 
当 ? 为 鳄 角 时 取 负 号 ， 因 为 在 直角 汲 标 系 中 do-dcdy, 因而 进 
—3pnj fj | | 


cos y dS = tdr dy, (4.16) 

同样 可 得 
. eos BUS = t dz dz, (4.17) 
cosa dS = +dy dz, (4.18) 


其 中 cosa, cos B, cosy 分 别 为 aS 的 三 个 方向 余弦 .所 以 哆 又 
可 写成 如 下 形式 : l e 
dS -- dS (cosadd t vos 8 J -beos yk), (4.19) 
于 是 有 
alx, y, 2)* dS 
= tas, y, z)dydza, (x, y, Dazds tatr, y, z) dz dy, 
| ` (4. 20) 


这 样 ,曲面 积分 | [ate y, d "48 就 化 成 下 面 三 个 重 积分 之 和 | 


| fa E 


O aaa ra a amem. - soe meme e ao =， 
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一 f [ar Ca, y, Deoa iair, y, Deos B+ et, y, Deos yd 


g 
ur P 
== 十 ff ü, (8, Y, 2) dy dz + || Cy (2, y, 2)de dx 
Dys D 
+ [f a;(x, y, Ddrdy, (4.21) 
PL 


应 用 上 述 公式 计算 册 而 积分 时 ,还 应 注意 下 列 几 点 : 

(D) 三 个 重 积 分 前 而 的 正 负 寻 的 选取 应 分 别 依照 有 向 曲面 8 
的 法 阅 量 m 与 三 个 坐标 向 是 人 Jj. kl fae B 7 是 锐角 还 是 
钝 角 来 决定 ， 当 夹 角 为 锐角 时 到 正 号 , 为 钝 角 时 取 负 号 . 

(2) Dy, D... Dey 5 mV BB S FE yOz, 2zOx、xOg 三 个 坐标 


面 上 的 投影 区 域 . 
(3) s, Gy, Ga db o, y. 2) ZC ER EI, T C, y. 办 相应 的 点 都 
Ped S. 


例 8 MORIR a, y, D mon jO BRE BL I Ug 
imi mE | a-aS, 3o s ir 


4.8 WR HIE, 36 AEN a, b e 

(6) 4575 Uc f BI e e RIS 和 局 组 

R EAD STA RECS FIER IC A. 
WE dx. 18), nj 48 


[ja-as- [Jaras+t [ju-as. 


8i g 
从 图 4.8 Eu, 3E S. RS GE Tp t 图 4.8 
n, 与 坐标 订 量 下 方向 一致、 于 是 从 式 (4.31) 便 得 ， 


8, D, 


注意 到 平面 Sy Egi, y, OB) NS rh oe, 就 有 
_i ii ir di Lt l apa 
jaras= | avearey kek vye dy wea b?c, 


p, 


194 Bux 酒 ig 
同样 可 得 
f a.dS-— ffo: do daz = jk dof shz dg = I abe’, 
"8i D; * 
最 后 得 到 | 
j a48- [favas [| aes- L a’be(b +e), 
pi4 galm, y, 2) =s ity j +Ak, S Hak H a -at (yw 
一 ?+ (o7 o)? R RII, ioi foo | [ads 
á 


& Hur bxxRE S. 上, dS Bg Jy 13 ds 3A p cos y 20, 而 
在 下 半球 而 ,Ss b, dS 的 方向 余 强 cosy< 委 0， 所 以 计算 曲面 积分 


| [a-àS 时 ,公式 地 .31) 中 第 三 个 重 积分 应 为 


8 


i (e+ v B3 — (x = a)i— (y -5)3)* dz dy, 
Day 


计算 | |a.aS wt, ARAD 中 第 三 个 重 积分 应 为 


8 


- (f e- x Gay -DD dedy. 


Dw 为 rOy 化 标 面 上 的 平 而 区域， 各 一 0)?+ (yb) <R, 所 以 
在 计算 曲面 积分 ||a-a8 时 ， 公 式 (4.21) 中 第 三 个 重 积分 应 为 上 


8 
AEZ, WA 
f 4o V R3 — (x—a)3— (y - 5)! dz dy, 


s vw 


Dey 


易 知 重 积分 || VE- ET U b dedy 即 为 此 球体 的 上 兴 


Dey 


球体 的 体积 , 其 值 为 S mI, di 


If dV T8 aa (y - D) da dy =- s Bo, 


Dsy 


ep E aaam -o e o- e ee rad a vaa: aa a eem e e 
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PPTA, RUD Zt oo o E SU» [fads 时 ， 第 一 个 和 第 
一 个 重 各 分 的 估 分 别 为 点 aBa D akd, TARAR 
jje aS= 5 wE*(a-- Ure). 


3. 曲面 积分 的 另 一 定义 形式 

暑 面 积分 网 颖 念 并 不 一 定 要 从 后 量 场 的 前 度 给 出 .从 数 最 场 
出 发 同样 可 对 曲 商 砍 分 进行 定义 . 十 面 我 们 采用 微 元 求 和 的 形式 
介绍 这 种 定义 . 

设 8 AARAA Gh, Ræ, y, v) WEES 上 的 有 
EE BEC, Ay RU Hi S 为 一 些小 曲面 块 .( 哆 为 上 的 面积 微 元 , M 为 
dS 上 的 任 一 点 , m A dd S EAM ARRIE I] E, y 为 法 向 
量 如 与 坐标 商量 开 的 夹 角 ， 作 微 元 

R(x, y, cos y dS. 

求 这 些微 元 的 和 , 就 得 到 积分 . 


IE Gc, y, 2)cos y dS, 
s 
BRL. 106) 641] ES AT. 


cosy dS = dr dy. 
因此 我 们 也 把 上 述 积分 写成 下 列 形式 , 


[[nis, y, dedy, 
HEX BR, v, AAE BUR S 的 曲面 积分 (第 二 类 曲面 积分 )， 
得 在 计算 | RC y, z)dzdy 时 ,应 注意 到 式 (4.16) 内 的 正 负 号 ， 
类 似 地 ， 还 可 以 定义 曲面 积分 
| fec (æ, y, dede 和 ff» (s, y, ody de, 


N 


196 iue xo di 


注意 到 EI y, Ddedy= | | 8a, y, soa y dS 
g sS 
HR (4.21) fA, 如 果 
alz, y, 2) —- P(z, y, :)d - Q(o, y, JRs, y, OK 


aj ffr (vr, y, z dy dz +Q (æ, y, ù dede i R(r, y, e)drzdg 
g 


z ffa-as. | (4.23) 
下 甸 讨 论 这 些 积分 的 计算 法 则 .如果 光滑 的 及 向 曲面 必 由 下 
列 方程 给 出 
久生 多 (æ, y) 2 
S dk cy 坐标 而 上 的 投影 区 域 为 De,。 履 未 就 可 把 曲面 积分 
有 Re v, dedy 化 成 为 一 个 二 重 积分 ， 即 


8 


[ja (v, y, 区 ay 一 十 jl Rw, y, «(v, y) jde dy, 
E (4.98) 
HARARET LER RARE fif t |l p S. iR 5p E n 5 A6 
标 问 量 无 的 夹 角 7 来 决定 , CA y 为 锐角 时 到 正 , 为 钝 角 时 取 负 ， 
类 似 地 ,还 可 以 得 到 下 面 的 公式 ， 


站 ec， ff Qs, y(z, &), zdsda, Ei 


4r 


ffe 的 il P(z(y, 2, y, )dyde, (4.25) 


8 Dyz 


这 两 个 公式 中 , 右 端正 负 号 的 选取 也 根据 类 似 的 法 则 . 


805 inus [Jost dedy, JH VILI TES 2 RTI 


a? y^ zd BD a0, yz0, 22-0 部 分 的 外 俩 ( 见 图 4.9)， 


1 
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A 9 9 
sc Iw y”, 


P TRT m E OARYg8 A A 
Xf IV DERARY OA. 应 用 公式 
(4.23) 可 得 

ff vy? gdr dy 


b 


ze | aif (—a- y dz dy, 


图 4.9 


Dr. . 
Da, 为 坐标 面 zOy LAPE d Ri, Osei, 0xysxv I-e, M 
ARAIA E MERE ER, A 
f | ty CE wt- y’ ida dy 
D. 


z,2 1 " 2 . 
=: | aaf (b eiir sU eos rdp 
JO 0 
(r2 ' "o (i x y 
= | sim? 0 vos do (i-r edt. 
o 0 


WRA pp E TEES. 由 下 列 参 数 方程 给 出 ， 
上 v), 
y =y (u, v), 
| 
MB, v) ze (ED SUN Dus, WA, FEX 56) 1, 曲面 5 iri 
积 微 元 
还 可 以 知道 ,有 向 曲面 S 上 的 法 庙 量 多 与 坐标 向 量 丰 的 夹 角 7 的 


RE l * 
1 D(z, y) 
UA EJIE | D(u, v) |' 


Hep ARCA Hs PH IE fA EROS RXGHDTRD PED AD BU. 于 是 曲面 积分 


198 E ie 


上 Rs, y, Ddedy 便 二 化成 为 -- 个 -: 重 和 分 ,好 


由 ae y, dz dy 
ai 
=a j| 86. v), y(u, 2), zlu, o)) Du x dudy, 
(4.26) 


类 似 地 , 还 可 以 得 到 下 而 的 公式 : 
ec v. dedz 


=+ [Qt 0, ye, o), eG pee dude, 


Dev 


(4.21) 
3H 
f[Pc. y, Ddyde 
R 
y. 1 2)- dude, 
T)» T 


- 5 [| PG, 9, utu, 0), ct, 0 HD 
" (4.98) 


pie Ó— dz dy, 3r Zi PI IR S JB 3R ii 
zo II. -1 EERI Ga-0, 57-0, e>), 


pu. ir 


a 
解 ” 用 下 列 参 数 广 程 表示 曲面 S. 


z—ag8ingcosÓ, 
y= b singain6, (0 o «S, 0<g<ssm ) 
= CS, 
为 了 应 用 公式 (4.26), 先 计算 pA, 
‘geovgpeost — asin psin4| 


D», y) 
Te, 8) | [tros 
= ab cos q sin y cos? 0 4- ab cos ip sin q sin? 9 


bain p cos? 


= ab coso sin p, 
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多 为 有 向 曲面 S 为 上 举 屈 球面 的 外 侧 , Ding S 上 上 的 法 问 量 到 Lj 
WE k Ak y p ASA dE fa, Dp- 
cos y =i), 


xis 1 D | f 
注意 到 eso t perum po EA (4.20) 时 应 
RES. TEF 


j jG daz dy = | ac? cos* p sin o do d8 
g Y Ha 


riz "x/à , 
一 | de | «bc? cost p sin pdo 
.0 


$3 高 斯 公式 和 散 度 

1， 高 斯 公式 

WR S Ei a h i, y ili SERE AREE 下 
面 定理 将 给 出 沿边 界 曲 面 S 的 外 侧 的 曲面 积分 与 区 域 六 上 指 重 
积分 之 闻 的 联系 . 

定理 4.2[ 高 斯 (Gauss)] 设 向 量 场 =ao 十 Wy 了 十 gkk 的 分 
H ae, Gy, a 在 有 界 遍 区域 了 于 的 各 种 一 阶 仿 导数 都 在 在 且 连 
a, V Ug LN S 为 一 个 分 片 光滑 的 有 疝 闭 曲面 ( 正 锅 为 边界 面 
(5 55 , nul 

Jc Pe a r3 on. )er n feas. (4.99) 

证 明 ”我 们 先 假设 ， 任 一 平行 丁 坐 标 向 量 的 直线 与 曲面 仿 至 
多 有 两 个 交点 ， 这 时 曲面 S 可 以 分 成 上 、 下 两 部 分 “上 部 曲面 5， 
的 方程 为 8 一 sz(z, y), FRH S. ADR AH Sa, y). 3t 
KIR V F rOy Ai 8i ED EEE DEC D.C 8 4.10), 于 是 三 
和 恒 积 分 


4.19 got 


(Tf 8G ap. a ^" a. a. 
Ji à: dV: [esa [7 B 一 人 全 


- | CE 


D 


— em, y, e Cx, y)? ]devdy. (4.80) 


又 六 为 S. ERRARE m 55 k nos BUR, M S LRR m 
与 的 夹 角 为 包 角 ， 故 从 式 (4.30) 可 知 , ||- 名 -dF 实际 上 就 是 


FER Asi (4 DHAARAA pa us 时 的 第 三 个 重 积分 ， 同样 
vx. ff 


mga faas 时 的 第 一 个 和 第 二 个 重 积分 ， 这 样 就 可 得 到 公式 


Que. gy 和 HET 分 别 为 应 用 公式 (4.21) HA 


(4.29). " 
其 次 , Wraps — 了 于 坐标 向量 玉 的 柱 面 ， 如 图 
4.11 所 示 :， 曲面 信 分 成 品 , Sa 和 Ss 三 部 分 , Se 为 母线 平行 于 下 
的 柱 面 . 由 于 柱 面 Sa LAHE n ii kE, 克利 用 式 (4.21) 


EE -- 一 ..-- 
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itin | faras, — — Á 
ns dV fi d dy [me dz 


x | 1a s(m, Y, vom, y)) — asm, Y, 21(2, y) ]dady 


Ty 
p; 
加 


Sa 
y 
z—— 


[fa cos yd [jascosy as f [eony as 
SY Ss 


fa. cos y dS, 


:| 


amf | rar mer imas a DWAEN deat 
narina RE [Har m [[ L0 


dV 分 别 为 应 用 


As 4 2) Hl ERA G ads 时 的 第 一 个 和 第 二 个 重 积 分 . 


因此 公式 (4.29) PRE, 

最 后 ， 设 平行 于 纵 标 向 量 的 直线 与 
S 的 交点 多 十 两 点 , 这 时 可 将 区 域 六 适 
当 分 成 若干 小 区 域 ， 使 得 每 个 小 区 域 的 
边界 面 与 平行 坐标 向 量 的 直线 至 多 有 两 
个 交点 ， 或 者 边界 面 上 含有 和 母线 平行 于 
某 个 坐标 向 量 的 柱 面 ,如 图 4.12 所 示 之 
TE, EV Ar VR Vs 两 部 分 ,岳之 : 
符合 上 述 条 件 , 然后 对 Va fü V2 2 UN. 图 4.12 
用 公式 (4.29). 因为 分 隔 区 域 疡 和 Ts 的 界面 8 mai S. 
和 SC 分 别 为 Fa 和 V » 的 边界 面 外 侧 的 一 部 分 , FS (4. 14) 便 知 ， 


J| aas fa- dS—0. 


S$ 


因而 


201 SUR Ho de 


(ji tn 


-作客 me en 


Od. , Oa, 
i M. mo 4 i E ux 
故 公式 任 .29) 仍 成 立 ， 了 
801 WUEREa-ci-yJotik, 8 Jg ER li zr" ez HE 
WA, 试 未 由 面积 分 eedS. 


ED n 33x (4.29), A 
f a-as= Ie (24 +- )ay 


€ [fa +1+ Dd — 4s Re 
"Y 


例 2 Grm a—(2z—2i)12yj ek, 有 向 闭 曲 面 S 为 


ELE Bj 2z—0, z=1, y=0, y=1, z= D ees PLURI CUT ARE 
域 的 边界 面 外 侧 . golpe Pac -d8. 
解 ” 由 于 
pm ES 十 2 一 十 22 一 24g， 


故 应 用 公式 他 .29) 便 有 
“SS 一 [e+e — 2æz)dyV 


-| asf dyf (2-a 2r) dz- A. 
例 3 试 求 曲面 积分 


' 


H 


(a —2)dy dt (7 —y)dzde-- (2? — z)dzdg, 
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Kp 8 ligi 2-2 -oyp dK EM. 

解 ” 易 知 , udis 和 平面 *=]J 组 成 一 个 闭 曲 而 了， 因而 有 8 
上 的 曲 而 积分 等 于 沿 卫 外 侧 的 曲面 积 
分 减 去 洪 平 看 gs 一 1 下 侧 总 的 曲面 积 
A, Hp 


f [art omweree-oam 
8 
+ (a?— g)da dy 
= y -o)dyds+ (g? — y) dzdz 
z 
+ (2?— gda dy 
8j | P - eidgds- (g? — y) dade 
& 


4T —udzdy. Son 
应 用 公式 (4.29) 计 算 沿 2 外 侧 的 曲面 积分 并 注意 到 式 (4.22)， 有 


ait (yide e Eady 
-J[[tc-9-» c2» DIdedyde, 


其 中 及 是 以 闭 曲 面 为 边界 面 的 有 界 区 域 .， 应 用 柱 坐 标 计算 上述 
等 式 有 端的 三 重 积分 ,有 


jl SdV- - sa" ae or| de 


--s[" dg| OO 
0 )0 


3 
BEC 
易 知 ,平面 z=1 B5) E ERSTES IR] E n 的 方向 余弦 分 别 为 ; 
COS a. — Ü, cos B=0, cosy — - 1, 


ECRLEE AY SRL 21) AGH sOy EO EC D. o y) 


204 SUE 场 GB 
ií (y? —a)dydz4- (£3-- e) dzda 4d- (a? —2)de dy 
8, 
| aay)ardy= |. a-a f T a 
xa 一 一 == 一 f 
} ü -1 ý irs y 


rt 
xs 2. - gy ga PERI a cos! 8 dB => 
最 后 得 到 
f [an mara (22 — y) dz dz -- (a? —2)da dy 


ios 


2. ME 

X49 设 为 一 个 向 量 场 ,为 向 量 场 中 包含 点 的 
一 个 小 区 域 ， 它 的 边界 面 为 分 片 光 滑 的 有 向 曲面 5, 正 向 为 其 外 
Wi. 用 玉 表 示 小 区 域 广 的 体积, d 为 小 区 域 的 直径. 如 果 极 限 


fa-as 


lim -2 
TO V 


存在 且 与 V 的 取 法 无 关 , 刚 称 它 为 向 量 场 a 在 点 M 处 的 最 度 , 记 
H divaly, Bp 


Paas 
div a | y= lim -=> (4.31). 
DESIT I 


请 注意 , Hay a 的 散 度 dive 为 一 个 数量 场 .下 面 我 们 要 给 
REUE diva 在 家 衣 华 标 系 内 的 形式 , 以 便 进 行 计 算 . 

RHEA e 的 三 个 分 量 ge (2, Y, 2). Gylt, Y, v), asm, y. oz) 
的 各 种 一 阶 偏 导数 都 存在 朋 连 续 ， 玉 为 包含 点 M (xo, yo so) 的 
一 个 小 区 域 , 它 的 直径 为 吧 它 的 边界 面 4 正 向 为 其 外 侧 ) 是 一 个 分 
片 光 洪 的 有 向 曲面 8S， 根 据 定理 4,2, 可 得 


j^ adis fj PE 


一 
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又 由 重 积 分 的 中 值 定理 ,有 


fff Ce « 2 See) av - (2e E E 
La d 


其 中 点 M* AURBOR V. TRIER. MEENE T 
Paas 

8 zccxe x4 50 

现 考察 4->0 时 的 极限 ， 根 据 定义 4.8,. 上 式 左 端 的 极限 即 为 

div al 而 等 式 有 端 从 连续 性 便 知 ,其 极限 即 为 (-B + * j 


Bas 
Ade) 因而 便 得 到 下 列 公式 : 


div a|y-— 


8a, | Ba, | 2a, | 
Ox lut ey ne Oz wx (4:32) 


由 此 我 们 还 可 以 知道 定理 4.2 中 式 (4.29) 也 可 改写 成 下 列 形 式 : 


[f| va da- dS. (4.88) 


B4 EHR a= -y jt yk AR N E a EA 
M(1, —1, 人 处 的 散 度 ， 

NÉ 由 式 导 .82) ,得 

diva See T Ta. 十 E 

故 div a |, —2--2— 4, 

下 而 我 们 通过 两 个 例子 给 出 散 度 的 物理 解释 . 

PE 流速 场 的 散 度 ， 设 aca(z, y, Etam, y, 2) J-+a 
(m, y, Dk 为 流体 的 流速 场 , 其 中 do, Oy o, SEXES. VA 
包 会 点 May dD RW TARK, CRER EH V A, d X 
其 直径 , 它 的 界面 ( 正 向 为 其 外 便 ) 是 一 个 分 片 光滑 的 有 向 曲面 S. 


从 $2 的 例 1 我 们 已 知  adS 即 为 单位 时 间 内 从 三 上 内容 


一 艺 一 22/， 


过 界面 S JEF V 外 的 流体 的 数量 ， 如 果 G a-aso, ju gin V 
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内 必 具 有 了 能 散发 流体 的 “ 正 流 源 ”; 如 果 P as asco, ntium Y 内 
sS 


必 具 有 能 吸收 流体 的 “ 负 流 源 ”. 

规 在 我 们 把 流速 场 内 每 点 前 看 作 具 有 一 定 散 发 (吸收 看 作 人 负 
的 散发 ) 流 体能 力 的 流 源 ， 为 了 进一步 对 流 源 散发 流体 的 能 力作 
定量 的 描述 ， 引 进 “ 流 源 强度 ”的 概念 如果 具有 单位 体积 的 空间 
区 域内 每 点 都 是 具有 相同 的 散发 流体 能 力 的 沪 源 ， 则 此 空间 区 
域 在 单位 时 间 内 向 外 散发 流体 的 数量 就 称 为 这 种 流 源 前 " 流 源 强 
ge". | i 
易 知 ， 这 时 流速 场 @(z, y, DEA M Ah BE RUE diva|u= 
aas 
— MUR M (e, y, 2) AER WREE”. 


例 6 3 € 04 E. REG, v, 2) RES RARE, V 
HARAM, y, 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 它 的 体积 也 用 了 表示 , d 
EIV Hat, V 的 边界 面 ( 正 向 为 其 外 侧 ) 是 一 个 分 片 光 清 的 
A É h S. 


从 $2 的 例 2 我 们 已 知 G adS 即 为 从 六 内 穿 过 界面 8 到 


lim -£ 
du ! 


V 外 的 电 通 量 , 如 果 $ a-dS7-0, WARTY AGRARE RJ 


线 的 “ 正 源头 ”如果 G adS<0, MRAV Pp UAE IER UR 
的 “ 负 源 头 ”. i 

现在 我 们 把 欧 电 场 内 每 点 都 看 作 具 有 发 生 (终止 看 作 负 发 生 ) 
电力 弘 能 力 的 源头 .为 了 对 源头 发 和 电力线 的 能 力作 定量 的 描述 , 
引进 “源头 强度 ”的 概念 ， 如 果 具 有 单位 体积 的 空间 区 域内 每 点 都 
是 只 有 相 司 发 生 电力 线 能 力 的 源头 ， 则 从 此 空间 区 域内 穿 过 界面 
到 区 域外 的 电力 组 的 代数 和 《 即 电 通 量 ), 称 为 这 种 源头 的 “源头 强 
度 ”. 

易 知 ,静电 场 Ee, y, 2 fe s M 处 的 散 度 


— ——M —— —— ——— 
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Faas 


div Fi y= lim 5- , 
l-h 


F 
就 是 点 M (e. y, DAW RARE”. 
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三， 曲线 积分 
设 ix—Eg A... B 为 ?的 两 个 端点 . 若 我 们 规定 其 中 
一 个 端点 A 为 起 点 ， 另 -一 个 端点 召 为 终点 , DU D 就 称 为 一 条 自 虑 
A jr B Bd d A, 
定义 和 4.& kal, y, 2 为 一 个 向 量 场 , 7 为 一 条 分 段 光滑 的 
自 点 和 4 到 点 如 的 有 向 可 求 长 曲名 .， a 在 1 上 有 定义 ， 在 1 上 Wy 
点 上 妆 起 顺 次 插入 % 一 1 个 分 点 了 Pi Y zo (9— 1, 2, % 一 1)， 
并 把 点 A dE Po, 把 点 BB 看 作 点 Po KERE IR n EHN 
曲线 do, Aa, «e, Aaa, 其 中 AL gun y Pins yo c), BAN 
>Pasi a Vua Zit) ($—0, L5 n-i), 4j 
AlL-P,PS. ($—90,1,--,n—1), 
jg im alind A, 并 在 每 段 dh 上 任 取 一 点 HB.(m, Ye zo. 
果 下 列 极限 存在 ; 
lim S a(z, 95 Dd, 


AB A-—max(Aé-0, 1, --, n—1), MES LEKSER 
Rl, Jo 32) 的 取 法 者 无关, 则 称 此 极限 为 向 量 场 囊 沿 有 向 曲线 ? 


的 曲线 积分 , 记 为 | adl, Rl 
ed = tim Sat TEES (4.84) 
有 河曲 线 P 称 为 它 的 积分 路 径 ， 这 种 曲线 积分 也 称 为 第 二 类 曲 线 
积分 
x UV qul AM EIE — ARI U HIT xU REUS IBI T 7E RS. 
E AS [8] Bof E dit R, 则 显然 应 有 


208 mum ox B 
f, eat -| aa, (4.85) 


下 面 讨论 曲线 积分 的 计算 ， 设 向 量 场 
a(z, y, z) a. (s, y, Jita (m, y, 2)J Faso, y, Dk, 
以 AREA, B ARARA HER? 的 参数 方程 为 
zz), 
YY, (taf) 
z-z(), 
或 用 向 量 函 数 表示 为 
L=r ity DIt Ek, | 
JF E FX ACRI EX BOB Me b A SU Du (n(o), yla, z(0)) 和 (CD, 
V5, 2(8). Bi gt, dl RIUS RO. 
d dl —dai rdyj | dzk 
—z'(dii4y(0dij-tz(Ddtk,. 
[74 & dl —a,dxz a, dyt- adz 
一 Ge (1)--ay (5) + ws (0) 1dt, 


TR ALBUS | a-dl 就 可 化 成 下 列 定 积分 
| a'di 
-| a«dz-- a, dy--a dz 


= |" tasla, yE), 2) 
ta), qD, a) v CO 
Tam, y), ze (5) ldt. 

(4.88) 

例 1 ji F= yi- gejt @+ 
y+ek, h. Ta 为 图 4.14 中 两 条 自 点 
Ala, 0, 0) 到 点 Bla, O, e 的 有 向 曲线 它们 的 参数 方程 分 别 为 ， 


lu x—acosi, y= asint, 
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m ca $ : 
ot (t; 02x) 


la X=, 9-0, 
z=i (#0>0)., 


试 求 巾 线 积分 |，F.dl 和 | Fat 
R ARGA 
| Fadi- | ydr wdy- (æ+y+z)dz 
: 23 「 
-| |T à? sin? t — a? cos? t 
o 


+(a coszd-asiní +Z DESI 


2zt 
2x 
e og? J- ac " 
0 (2x 


Edw - 2xG?, 


; a 


而 | Fd=)| ydz -zdy-4- (xg z)dz 
-| (a4- 0 +t) di 一 ar aud: 
D 2 


由 此 可 见 , 在 一 般 储 况 下 曲线 积分 | a-di 不 仅 与 有 向 曲线 T 
的 起 点 .终点 位 置 有 关 , 而 且 与 积分 路 径 1 本 身 也 有 关 ， 

2%， 曲 线 积分 的 另 一 定义 形式 

类 似 于 曲面 积分 , 沿线 积分 也 可 以 从 数量 场 的 角度 给 出 定义 . 
于 而 我 全 介绍 这 种 定义 . 

Bd Ox —TXEBOCBIESXAS0EDBmMSmB t2. d Pc, 
y, v) A EXE T WARKA. 在 7 上 从 点 4 瞳 次 插入 % 一 个 
分 点 Mz. y, 20 =l, 2 n—1), 把 点 A 看 作 把 点 如 
EM. KERE C EH BUB HR do, da, os dL, us 其 中 
Af, H ER A Milton, yo n0, 终点 为 Mises Yan c (à— 0, 
1 2-1). TESRER AL E EXE — 0 ML, Jo 2) ($70, 1, ^, 


219 RNE p k 
1—1), $ « 
Al, = M, M, ATi 0043 — 0, 
A-maxildl!l$-0, 1, =, m- 1). 
如 果 下 列 极限 存在 
lim S P, yi. ED e, 


BL Al 的 分 法 以 及 MG, quu ORREL, 则 称 此 极限 为 
Pie, y, 分 汇 有 向 曲线 1 的 由 线 积分 , 记 为 |, PG y, dz, 
即 | Pou es S Bolgo s du.. 4:90 
i A-U r v 
间 样 可 定义 曲线 积分 : 
[Qi v, ody 和 | RG, y, Dde, 

易 知 , 如 果 

a(z, y, = P(z, y, 2d - Q(o, y, z2)J - R(o, y, 2) k, 
则 

| at- | P(x, y, da QC, y, dy R(s, y, z)dz, 

(4.88) 
曲线 积分 { Pe, y, nds 的 计算 ， 主 要 道 过 曲线 的 参数 广 


程 拒 它 化 成 一 个 定 积分 ， 定 积分 
的 上 限 、 王 有限 的 安排 应 与 1 的 定 
和 启 一 致 , 即 下 限 半 应 于 的 起 点 ， 
ER SERERE 了 的 终点 . 


H2 计算 射线 积分 | Cey 


- y de, Jh 1 KRYR yen 
二 1 上 从 点 AC, 1) S BC, 2) 
的 一 段 弧 ( 见 图 4.15). 

s BE 了 为 zxOy 平面 上 的 一 条 
平面 有 向 曲线 。 把 1 的 曲线 方程 yx* 十 1 看 成 参数 方程 2 一 ty 
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=h, AU HRR, 便 可 化 成 下 询 定 积分 : 
| ro S yode- |. [62 (2 -- 1)? - (24 1)?1gf 
f R45 8 6 4 3 149 
一 [6 +122 4-62 — 29 — 31* — 8t -1ldi~ -ss 
383，、 沿 平面 有 向 闭 曲 线 的 曲线 积分 
对 主 平 面 上 人 尾 一 条 闭 曲 线 而 言 , 曲线 上 任 一 点 既 可 看 作 起 点 ; 
又 可 看 作 终 点 ， 为 了 给 这 种 闭 曲 线 ? 规定 方向 , 我 们 作 下 列 规定 . 
EER DJAR KERRE, 当 “ 一 个 人 ” 沿 天 行走 ”时 区 域 
总 位 于 “他 ”的 左 侧 ， 那 么 “他 ”的 走向 即 定 为 1 的 自 向 R 
4.16). 在 不 加 说明 的 情况 下 , 平面 有 向 闭 曲 线 的 定向 均 指 它 的 正 


B(1:2) 


A(1,0) & 


图 4.17 


角形 的 周边 04BO， woRHABUS $ adl. 

解 ” 如 图 4.17, PILARE bh, l fs 三 条 有 向 直线 所 组 成 . 它 
们 的 参数 方程 可 分 别 为 ; 

bh: w—i, y—0(5 0—1); 

la, c=], y=—it, 02) 

ls w=t, y — 26. 120), 
因此 得 到 如 下 的 三 个 曲线 积分 ， 


— —— — —— 
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i 
=| yada wdy =| 0di=0; 
h u 
. "2 
f, a-db- [ -ydr tedy = E (0-- 1) dt —2; 


iu 
| a -at- | - yde +ædy -f ( — 94 2fdi=0, 


二 是 曲线 积分 8 
| a-at- | a -dl «| a dle | adi —2, 
JH Jh sh J| ds 
804 SCRI cu E UOS BL] ea, — ^, 方向 为 正 向 ， 试 求 
2 — g dety dy 
nanag ara. 


解 ?的 参数 方程 可 写成 ， 


z-«c008Íí, y—asint(Z, 025), 


于 是 曲线 积分 
f -adri ydy . [" a^ cos tsint-- a^ sin tcost y 
t+ Ja a? 
23 
-| gin 22 di --0, 
o 
4. ux 


在 给 出 旋 度 的 定义 之 前 , 我 们 先 对 空间 闭 曲 线 i 的 定向 作 如 

下 的 规定 ， 设 了 为 空间 中 一 个 光 清 的 有 

向 曲面 S 的 边界 ， 而 当 “ 一 个 人 “在 有 向 

”曲面 六 BAIEMU Lt 也 “行走 ”时 有 出 曲面 

s S BOR Md EC D 总 位 于 “他 ”的 

AM, WATE RAMAT S 

AJE y CH R 4.18). XE VEHIT 

这 种 有 向 曲面 S 的 边界 ! E 13948 E 
关于 8 的 正 向 . 

MENOS EX45 设 吕 为 一 个 向 量 场 , BS 

为 通过 点 M (e, y, 的 有 界 、 光 滑 的 有 向 曲 而 , e 在 S 上 有 定义 ， 

i 为 S 的 边界 组 成 的 有 向 闭 曲 线 , Fo 为 总 在 点 戏 处 的 单位 法 向 


fto 


$4 旋 度 和 斯 托 克 上 所 公式 213 
T, 4 为 S 的 直径 .d->0 是 指 在 保持 点 M 处 的 单位 法 向 量 rto 始 
终 不 变 的 条 件 下 曲面 S 收缩 到 点 M E AEA S RERE 
m SKER, AiR 
f a-di 
S 


lim -二 
d—0 


大 在 ， 且 与 有 向 曲面 六 的 具体 取 法 无 关 ， 则 称 比 极限 为 向 量 场 a 
在 点 M AES EHE (EC ME EIUS voter] x, 它 是 一 个 向 量 ; 在 me 方 癌 
上 的 投影 , 即 


rol æ |u* ft; — lim 一 一 一 (4.89) 
d S 


根据 这 个 定义 ， 如 此 到 no 为 坐标 向量 二 DU A SR (4. S9) RT 
以 得 到 向 量 rot gjw 的 第 一 个 坐标 , 同样 可 以 获得 向 量 rota ja 的 
其 它 两 个 坐标 ， 这 样 ,向 量 rota a 就 可 以 完全 确定 了 了， 下 面 我 们 
通过 例子 来 给 出 旋 度 的 物理 解释 . 
例 生 ”磁场 强度 Hnr. 设 已 知 出 某 种 稳 恒 电流 《 即 电流 
的 大 小 和 方向 都 不 随时 间 变 化 ) 所 形成 的 磁场 的 磁场 强度 于 。， 那 
么 这 种 稳 恒 电流 应 如 何 描述 , 义 如 何 通 过 向 量 场 吾 来 描述 它 呢 ? 
在 上 一 节 的 例 5 中 我 们 用 流体 的 流速 场 描 述 空 间 的 流体 运动 、 电 
流 就 是 电荷 运动 ， 所 以 很 自然 采用 一 个 描述 空间 电荷 运动 速度 分 
布 的 向 量 场 来 描述 这 种 稳 恒 电流 . 下 
而 我 们 将 讨论 如 何 通过 疝 最 场 玉 来 
刻本 这 种 稳 昼 电 流 所 相应 的 电荷 运动 
根据 安培 (Ampère) 环 路 定律 可 
知 ， 稳 恒 电 流 记 产 生 的 磁场 的 磁场 强 
度 与 电流 工 之 闻 的 关系 为 
$ H-dt-xL 


其 中 ?为 空间 中 一 个 光滑 的 有 向 曲面 
5 的 边界 , 它 是 一 个 有 向 闭 曲线 ( 见 图 4.19)， MRM $, 再 .az 
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称 为 向 量 场 豆 沿 有 向 闭 曲 线 ?1 的 环 晶 ， 荆 7 即 为 穿 过 有 向 曲面 
S 的 电流 的 代数 和 ,由 8 的 旬 侧 穿 向 正 侧 的 电流 为 正 , 反之 为 负 ， 
EA XT S EROR LS 十 各 点 处 电荷 运动 情况 的 一 种 “ 综 
&", FERAE Q H «dl 也 是 如 此 . 


设 点 M Go, y, 外 为 有 向 曲面 S 上 的 一 点 , 而 曲面 的 面积 也 用 
8 表示 ,用 % 表 示 有 向 曲面 S ag ride. 当 通 过 点 M BOCA 
ADS, 在 保持 点 型 处 的 法 向 量 于 的 方向 始终 不 变 章 条 件 下 收 纱 
到 点 M, MATS 将 趋向 一 个 以 天 为 法 向 量 的 有 向 平面 . 易 知 这 


H dl i 
时 极限 lim 1g 便 是 点 af 处 电荷 运动 速度 向 量 在 名 方向 上 


的 投影 。 换 句 话说 , 旋 度 rot Hf 便 刻 画 了 这 种 稳定 电流 所 相应 的 
电荷 运动 速度 场 . 

5. 斯 托 克 斯 公式 

定理 和 .8[ 斯 托 克 斯 (Stokes)] 设 S 为 分 片 光 清 的 有 向 曲 

它 的 边界 曲线 7 为 分 段 光 渭 的 有 向 闭 曲 线 ， 向 量 场 a— adi 4 
ayj +ak 的 分 量 @o, av, au ES 及 1 上 者 具有 各 种 一 阶 连续 偏 导 


数 ， 则 
ffe m 


(ae e)a] as 


-$ adt. (4.40) 


定理 的 证 明 将 在 本 章 $ 5 中 给 出 . 
为 了 记忆 方便 , 可 把 向 量 


mel 


a? " 


写成 下 列 行列 式 形式 : 


T 


~™~ MA ed» 
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i J k | 
o 9 9 | 二 Qa, 2 2a, . 90, ES Qd, a 
a y € By  & )i+( ôs x ) 
Us Qy — d 
{2m 
3 ( ex 


$6 SUpsmiam-yictcJ 
mk, AHi SWAAR 
Tfi 
-pyte R3, 
qz20. yz0, 220 
(gym CILE 4.20), 试 对 于 给 定 的 
Ga 和 8 验证 斯 托 克 斯 公式 WAR 
(4.40) ESY. 


解 因为 
i J k i J 
8 3 2Oj|.|9 2 
ör Oy | Or Oy 
[T ty ijz Y z 


T Hi S 在 rOy 坐标 面 上 的 投影 区 域 Doy NIB. 
THR, vl, y>, 


由 式 (4.21), 并 注意 到 旧 面 积分 的 对 称 性 , 式 (4. 40) 的 左 端 为 
Das Oü, i; Ou, | 09 Y, 
JC m) a aN 


+(e- Se) k Jas 


= i — dzdy-— -3 rR’, 


$a-a-[. a*di-[ a ab [. a.d 3j. adl, 
其 中 有 向 曲 线 玉 的 参数 方程 可 守成 下 列 形式 ， 


+ 


216 sux 场 d 
g=0, 
47 R cost, Ç 02.2) 
z= Rainf, 
TRIR 400 的 而 端 为 
ba-ai- 5j a- dl -8[. (~ Resin’ Ddi 
1 D 
$ 
=(È mumm-3 mol --350. 


4 
故 对 于 给 定 的 好 和 六 ,斯 托 死 斯 公式 成 立 . 
下 面 我 们 利用 斯 托 克 斯 公式 给 出 向 量 场 

€ —ao,l- a, j - ak 
的 旋 度 roter 在 直角 坐标 系 内 的 形式 ,以 便 进 行 计算 . Wie, oy 
es 的 各 种 一 阶 偏 导数 均 存 在 且 连 续 , 现 特别 取 访 为 包含 点 M (e, 
Vo, 20) 的 一 块 小 的 有 向 平面 ,县 访 在 点 型 处 的 法 疝 量 的 方向 与 坐 
标 向 量 关 的 方向 一 致 ， 于 是 公式 导 . 各 ) 左 端的 曲面 积分 就 可 化 
成 下 列 二 重 积分 , 


ff oe (m3 


Genus 


- 人 EE em Jde dy, (4.42) 


ty 


其 中 D。 为 8 在 z0y 坐标 面 上 的 投影 区 域 ， 因 为 平面 8 与 坐标 
T vOy 是 平行 的 ,因而 区 域 Du, 的 面积 也 就 是 8 的 面积 , 并 用 SÍ 
表示 ， 此 外 上 每 点 的 坐标 均 具有 (z, y, so0) 的 形式 ， 所 以 式 
-ee dt A 
的 取 值 均 为 xz 

利用 重 积分 的 中 值 定理 可 将 式 (4.42) 右 端的 二 重 积分 进一步 
化 成 下 列 形式 : 


T f gme rm 
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[E 


其 中 MM' HS 上 的 某 一 点 ， 于 是 由 式 (4.40)、(4.43) 8 (4.49), 
便 得 | 
f a-di 
I -aa _ Ole 
S | -(- ey ) 
其 中 有 向 闭 曲 线 了 为 有 向 平面 8 的 边界 ， 现 考察 上 式 在 有 疝 平 而 
S 的 直径 &_*0 时 的 权限 ， 这 时 根据 旋 度 的 定义 ， 上 式 左 端的 极 


限 即 为 rot@|u"k; 而 上 式 右 端的 极限， 从 连续 性 便 知 为 ( -ca - 
这样 便 得 到 下 面 结果 ， 


c 


9a, — 0a, Y 


Ox Oy ^ w 
应 用 迷人 己方 法 同样 可 得 下 列 结果 : 


rota! y«j--( 


roba. k= 


Bae | Pa. ) | 


es OT t u 


于 是 便 得 旋 度 roba fr EREE RIA RERUM TF: 
/da, Om V; (On. au， /0 00s 
rota=( o» “i Jir (ee. j+( A ) k 


ET óz Or On 
i J k 
fz] ta] e 
"as cms Al: (4.44) 
As Oy, 5 
由 此 还 可 以 把 斯 托 克 斯 公式 [ 式 必 .40)] 改 写成 下 列 形式 : 
ff. rob a-S —b a-dl, (4.45) 
m? En p] Y vedi d y^j ak, RREN M (1,0, —1) 
ALAS EHE rota |a. 
E ARa., 
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i j k. 
l8 8 e 
rot a = E ey e 
re y! =y 
Ó 如 "em 
-[Z Ca -2o 
+[-2 62 — 2C [6-262] 
一 i +r, 
因此 rot&|y—i3 7. 
例 8 已 知 数量 场 o(z, y, 2) ^zy-Fyzt zz, 试 求 梯度 grado 
的 旋 度 rot grad p. 
E Hx 


grad p= (y-E-z)i 4- (+e) + (zo y) k, 
于 是 由 式 (4.44} 便 得 
i j k 
amados l 2s 0. 0 
rotgrad p > By 5 
yts fiv æty 


| 
| 
[$e -Reuh 


SE XCED Ge |3 
«aero nope 
=0. 


6. 保守 场 

在 给 出 保守 场 的 定义 之 前 , 我 们 先 介绍 连通 区 域 的 概念 ， 设 
Dy R? 空间 的 一 个 点 集 ， 且 了 内 任意 两 点 都 可 以 用 全 由 了 的 内 
点 组 成 的 折线 连接 起 来 ， 则 称 卫 为 一 个 平面 连通 区 域 ; 否则 称 为 
不 连通 区 域 (参看 图 4.31)， 如果 刀 为 一 个 平面 连通 区 域 ， 且 也 
内 任 一 条 闭 曲线 都 可 以 不 经 过 非 五 中 的 点 而 连续 地 收缩 为 一 点 ， 
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(d) iB W) 不 连通 区 域 
BE 4.21 

(2) EARR (2) EBRE 
gm 4. 


则 称 D 为 一 个 平面 单 连通 区 域 ; 否则 称 为 平面 复 连 通 区 域 ( 参 看 
图 4.22)、 简 单 地 说 , 单 连 通 区 域 就 是 不 含有 “ 洞 ” 的 连通 区 域 . 在 
B? 空间 也 可 类 似 地 建立 连通 区 域 和 单 连通 区 域 的 概念 . 
下 面 我 们 将 给 出 保守 场 的 定义 , 并 对 它 的 性 质 进 行 讨论 ， 著 
向 量 场 4 在 区 域 了 上 有 定义 ， 且 沿 卫 内 任 一 条 分 器 光滑 的 有 向 
Pg £X 了 的 曲线 积分 恒 为 零 , BU 
a-dl=0, i (4.46) 


则 称 @ HKR D LET. 

设 刀 为 一 个 连通 区 域 , @ 为 在 D 上 有 定义 的 向 量 场 , M,N 
HD REBRA, 5 579 D EUN 到 点 M 的 任意 两 条 分 段 
XC FUE di AX, 如果 曲 线 积 分 
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[ ea adi (4.47) 


uxor. MRAR ak D UU ZUELAS 35 8 9 328 X XX IH eR 
积分 的 数值 只 依赖 于 有 向 曲线 的 起 点 和 终点 )、 在 力学 上 ,我们 知 
道 质点 在 保守 力 场 (例如 电力 场 ) 中 移动 时 ， 力 场所 做 的 功 与 质点 
所 走 的 路 径 无 关 , 而 只 与 质点 运动 的 起 点 和 终点 有 关 . .质点 运动 
时 力 场 所 作 的 功 可 用 曲线 积分 来 表示 ， 故 这 种 曲线 积分 与 积分 路 
BER. ; 
HEL 设 刀 为 一 个 单 连通 区 域 , @ 为 在 DD 上 有 定义 的 向 量 
场 , 则 @ 为 DD 上 保守 场 的 充 要 条 件 
为 ; a 在 卫 内 的 曲线 积分 与 积分 路 
BRR, 
KERTA, M, N 为 力 内 任意 两 
A hb X DAHANA MK 
任意 两 条 逐 段 光 滑 的 有 向 曲线 (不 
妨 设 五 与 3 是 不 相同 的 )， JH 
示 一 条 有 向 曲线 ， 它 的 钢 迹 与 太一 

致 .但 方向 是 从 点 M 到 点 N, 因而 
LMG EB D I — EE EEOICIRE GSC IL PR LER CALI 4.23), ER 
a 为 DD 上 的 保守 场 ,因而 有 

| ae 


由 此 便 得 [eroded a. 


这 说 明 a 在 了 内 的 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 . 
再 证 充分 性 ， 设 在 也 内 的 曲线 积分 与 积分 踏 径 无 关 . 了 为 
思 内 任 一 条 分 段 光滑 的 有 向 闭 出 线 .在 7 上 到 两 个 不 间 的 点 和 和 
有 8、 这 时 ， 有 向 闭 曲 线 ? 就 可 以 看 成 是 由 两 条 分 仆 光 滑 的 有 向 曲 
A LOM E KAR: u ENAN 到 点 M, dz REAL UM SIN Qs 
GET RECEN 的 不 相同 ), bL 则 表示 与 五 曲线 轨迹 相同 但 方向 相反 


En EF pe :mam 
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的 有 向 曲线 ， 于 是 根据 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 , 便 得 
| a-di-| acl, 
由 此 进一步 得 到 
$a-dt- aaa 
所 以 为 D 上 的 保守 场 ，]】 
车 向 量 场 4 一 Qi 十 6 了 ++ sk 在 区 域 DD 上 有 定义 ， 和 在 DL 上 
Gs. Gy. Os 的 各 个 一 阶 偏 导数 都 存在 且 连 续 ， 旋 度 rote Æ D HE 
一 点 处 都 存在 且 恒 为 等 向 量 , 即 
rot @=0， (4.48) 
则 称 @ 为 台 上 的 无 旋 场 ， 由 斯 托 克 斯 公式 就 可 以 得 到 下 列 结论 : 
性 质 吕 五 为 一 个 单 连 通 区 域 ， 疝 量 场 € —a,£ aJ 4- ak 在 
DD 上 有 定义 ， 且 在 DD 上 ae, av a. 的 各 种 一 阶 偏 导 教 都 存在 耳 连 
续 , 旋 度 rota 在 卫 内 任 一 点 处 也 都 存在 ， 则 eJà D 上 保守 场 的 
JE XE AR IRA a d D UC. | 
ike 为 在 区 域 D 上 有 定义 的 向 量 场 , wp 为 在 如 上 有 定义 的 
ARH, B w 的 各 种 一 阶 偏 导 数 在 DD 上 都 存在 ， 如 果 在 D 上 下 


列 关系 式 恒 成 立 ， 
a=grad p, (4.49) 


Mio 为 a 在 DD 上 的 一 个 势 函 数 .按照 定义 易 知 ， Fora 

一 个 势 函数 ， 则 p 十 CO( 其 中 O 为 一 个 任意 常数 ) oS a 的 一 个 

势 函数 . 
性 质 8 设 咏 为 -一 个 单 连通 区 i i N(xo, Ws zo) 

E, a 为 DERIT E He v 

的 分 量 ae ay 4: 在 DD 上 都 连续 ， arasa ol 


MaD LIHAA p DFE. 0 y 
证 明 dE DpgEE—AN æo 
Vo, 20) .由 于 如 是 一 个 单 连 通 区 D 
E] 4.24 


B, 因而 对 于 了 内 任 一 点 M, y, 
ORFE DURAN JM 的 逐 段 光滑 的 有 向 曲线 T 由 性 质 
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1 可 知 ,曲线 积分 |, ad 的 值 完全 取决 于 点 M Gs v, À), HT È 
EE D EA SEU Go, y, 个 的 函数 ol, y, 2), HI 
eG, y, 2 - f adt, — 44.50) 
下 面 证 明 9 即 为 f8—4- 9 RC 
设 点 M' (o de, y, 的 也 为 刀 内 揭 一 点 , 为 自 点 对 到 点 
M 的 有 向 直线 ( 见 图 4.24)， 当 id4z| 很 小 时 ,可 使 z EREA D 
内 ， 因 而 就 有 
g(z-- Av, y, 2 -- pm, y, 9) -| aal, 
显然 , 在 直线 了 上 ， | 
dl — dzí, | 
TRO ALBUS |, a-dl 就 可 化 成 下 列 定 积分 


DRE 


2 adl — 上 a, dx, 
利用 中 值 定理 进一步 可 得 
f. adl =a, E, y, z) dx, 
其 中 是 在 名 和 J IINE MA, Er we 的 连 线性 使 有 


二 
2w ue lim quot T. Y, À p.c, y, z) 


Ox nmm Jz 


= lim æsi, y, 2) = lalt, y, 2), 
dT 


应 用 类 似 方 法 还 可 得 到 


/ 
3,0 y, z), 
op > 
和 c esr, y, z), 
由 此 便 知 a —grad o, 


Bp 为 @ 的 ~- 个 势 函 数 . 1 . 
TERRA 设 卫 为 - :个 单 连 遂 区 域 , 在 .D 上 函数 p(x, y, z) 
的 各 种 二 阶 偏 导数 都 存在 且 连 续 ， 则 grado 一 定 是 如 上 的 一 个 
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保守 场 . 
证 明 首先 , grade 为 也 上 的 -个 无 旋 场 ,因为 
LE 3 k 
rot grad p= 2 2 2 | 


Qa Py Pz 
- (Pay — pyi + (Prz T Pod f E (Oye = Pay) k E 
根据 性 质 2, 便 知 grado HD EBg— Tr 05128. 1 


$5 F mii E 5 

1. 格林 公式 

对 于 向 量 场 @, 车 能 选取 适当 的 直角 举 标 系 {O; d, j, k}, di 
得 a 在 天 方向 上 的 投影 号 =0, H a 在 i 和 方向 上 的 投影 @。 和 
a, 仅 为 (z, 奶 的 函数 而 与 z 无 关 , 好 这 时 a 时 写成 下 列 形 式 

d —a,(z, i+ ale, PI, (4.51) 

则 称 a 为 一 个 平面 向 量 场 ， 显然 对 于 上 述 平面 向 量 场 a, RET 
解 它 在 rOy 坐标 面 上 的 情况 就 足够 了 . 

EROS SR (4.5 DECRE E E] BE @ 的 分 量 au, a, 都 具有 各 
种 -- 阶 连续 篇 导数 , 则 易 知 它 的 旋 度 rota 具有 如 下 形式 ， 


i j ki 
ə 8 ði 
page s | 
Toa y WW a]l 
Gy d, 0 
ET Ody 一 Su. k E! 97 
o 2) p Wee 


下 面 我 们 考察 这 种 平面 向 量 场 e 
的 斯 托 克 斯 公式 的 形式 ， 若 有 癌 曲 
mi S Jg zOy 坐 祭 面 上 的 一 个 单 连 通 
区 域 ， 它 的 法 向 景 的 方向 与 坐标 问 量 
ka XXI OS 的 边界 曲线 为 Oy 坐标 夯 上 的 一 条 有 向 内 曲线 ? 
(HE 4.25). T RES 


图 4.25 
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dS — dS k, 
这 样 斯 托 克 斯 公式 中 的 曲面 积分 ||rota-aS 可 写成 如 下 的 形式 ， 


Jj ote-a8- |I ^n 一 ET )dzdy, 
而 曲线 积分 中 a-dl 就 可 写成 下 列 形式 : 


$ a» dl — asde + ady, 


因此 对 于 平面 向 量 场 a= a(z, y)d cav (o, yJ, 斯 托 克 斯 公式 就 
可 写成 下 列 格林 (Green) 公式 的 形式 : 


JI Dy ) teo c jeden (4.58) 


下 面 我 们 将 先 给 出 格林 公式 的 证 明 ， 然 后 再 利用 它 来 证 明 斯 托 克 
ds 斯 公式 . 
定理 和 .和 (格林 ) Eb 
Oy 坐标 面 上 的 一 个 平面 单 连 通 
KR, 它 的 边界 曲线 为 rOy 坐标 
面 上 的 分 段 光滑 的 有 向 闭 曲 线 Z 
a—a,(, y)ü c a (o, NPI 为 在 外 
上 有 定义 的 平面 向 量 场 ， 且 它 的 
分 量 ae 和 几 在 总 及 ! 上 各 种 一 
阶 偏 导 数 都 存在 且 连 续 ， 则 式 
lion (4.08) 必 成 立 . 
证 明 ”首先 假设 单 连 通 区 域 3 既是 关于 4” 的 简单 区 域 ， 又 是 
关于 gy 的 简单 区 域 。 故 六 可 以 表 示 成 下 列 形 式 ， 
B. aoeb, yle) «ysys (2). 


于 是 有 


| Oy da dy 2. LC ĉy dy 


. TU) an HR IR m P a 
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= tac, ya(2)) - ae (x, gi (2) )]da 


--| asda- | Ge dz, 
Lh h 


Hh h, l AWER TF y =y e) 8I y — vs C2 A 169 dit R CL Et 
4.26). 同样 可 以 得 到 


ea. 
——L- = 
J re dæ dy E dy + f a dy, 


DG 8a, » . 
x JK ex Dee) dady =| acde-ta, dir |, wadet avdy 


=$ a da-iasdy. 
因此 这 时 式 (4.58) 成 


3L, 

如 果 S 并 非 既 是 关于 > 
的 简单 区 域 、 又 是 关于 Y 的 
HAKR, WASLA 
助 曲线 把 区 域 人 8 分 成 有 限 
个 小 区 域 ， 使 得 每 个 小 区 域 
都 既是 关于 = 的 简单 区域， 
X ROT Oy 的 简单 区域 ( 参 
3t 4.2, 因而 对 每 个 小 
区 域 及 其 边界 曲线 而 言 , 式 ` 
(4.53) 38 i wr. KSE EOD 


的 一 重 积分 | [( 2 — 9 )dzdy 就 是 这 些小 区 域 上 二 重 积分 之 


Or 
S 


和 . 另 - “方面, 注意 到 在 沿 各 个 小 区 域 的 边界 曲线 的 曲线 积分 中 , 辅 
助 则 线 上 的 晶 线 积分 要 洪 两 个 相反 方向 各 求 一 次 , 正好 抵消 .所 以 


把 沿 各 个 小 区 域 边界 曲线 的 曲线 积分 相 加 ， 就 是 曲线 积分 ade 
+Gydy， 因 此 对 于 这 种 区 域 S, 式 (4.53) 仍 然 成 立 . J 


Owe 
Oy 


wm M -ee oemeeev ee 


228 | "nux 场 dd 
例 1 利用 格林 公元 计算 二 重 积分 | | eudzdy, 其 中 积分 区 域 
B8 
S HiG, y) la? -y hl). 
M 3-0, a7 lry, 于 是 


易 知 如 的 边界 为 一 单位 圆 ， 它 相应 的 有 向 闭 曲线 7 可 用 下 列 参 数 
方程 表示 ; 
(tf. 0—2z) 


y —8ní, 


故 应 用 格林 公式 得 


j! oy da dy = Ji js =- E ) dedy 


=$, Qe AT a dY = ME 可 co8 2 tsin tdt = 


例 2 it P,.Q(», yA RE, y) 都 是 平面 区 域 S 上 具 
有 各 种 一 阶 连续 偏 导数 的 二 元 函数 ， S RARR T EARN 
的 闭 曲 线 , 试 证 明 : 


[eE e E aens 


Oy 
=$ PRdy- qnas- ffa ( (EE +2 )dsdy, (4.50) 
um 4 
S= —QR, 4,— PR, 
5, _p OP , p OR 
TA de P A a 


应用 格林 公式 便 得 ; 


$5 3E qi p 3 zzi 
juae) Ge 


fe tn 
-| "T 22) (a 27-8 22.) Jindy 


B 


[e Ere aar fin E n ons 


BHARRA (4.54). 

2. 斯 托 克 斯 公式 的 证 
明 

下 面 给 出 定理 4.3 的 证 
8. 

证 明 ”首先 假设 5S 是 一 
个 光滑 的 有 向 曲面 ， 而 且 任 
一 平行 于 坐标 向 量 的 直线 与 
S 卒 多 有 一 个 交点 . 设 曲 面 
SE rOy 坐标 面 上 的 投影 区 a oett 
RA Da. ARWR S LEA M AAEE n Aes gu] H k 
的 夹 角 7 均 为 锐角 ( 见 图 4.28)， 设 曲面 S ADEA =f, y). 
FES LEH M (o, y, c) HEB HE I] Bt 

n= —fá-f,j-k,. 

故 dS 的 三 个 方向 余弦 分 别 为 


——— T EE 
VIRUS 


Cosa = 


- -fy 
cos Vi (4.55) 


coSs y = 1 
| TUVITEMIS 
& |dS|—d8, 则 有 


cct VP PT Turm nr rte e qr ri WB PERRO rer mam rant as m Mmmm 
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f CR 
OS a pas 
= [C Ze) enas [J(— 2) mas 


E 
应 用 的 曲面 方程 <= 了 (%, 办 ,可 得 
中 Aalt, Y, dr 下 Gs (m, y, f (m, y))ds, 


其 中 有 向 闵 曲线 1 为 有 向 曲面 S 的 边界 曲线 , TUR 189 PL HL ÉL Da 为 
D, 的 边界 曲线 .应 用 格林 公式 可 进一步 得 到 ; 


bose, y, auz= 中 wo f (2, W)) do 
lee v, f (s, dody 


Et fuas 


注意 到 下 述 关系 式 ， 


cosy dS. (4.856) 


le f] dz dy, (4.51) 


do dy cos y dS, 
HRU. 57) fn (4. 5b), (818. 


中 a.m, y, da= |||- cos B — Te cosy Jd. 
同样 可 以 得 到 ， 
y), otv" JJ [到 cosy — 


ĉr cos a |as 


和 fale, v, secl a a oga Bu cos las. 


将 上 面 三 式 相 加 ， 并 注意 到 式 (4.56)， 就 可 以 得 到 斯 托 殉 斯 公式 
(4.40), 
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如 果 有 向 湖面 5 ARR AE uE HET SAEI UE PE AREE, a H S 
分 割 成 有 限 块 满足 条 件 的 小 有 向 
曲面 , 如 图 4.29 Br. 在 每 一 小 
块 有 疝 曲 面 上 斯 托 克 斯 公式 都 成 
X. 另 一 方面 , 注意 到 沿 各 个 小 
有 问 曲 面 的 边界 曲线 的 曲线 积分 
中 ， 在 那些 小 曲面 的 交界 线 上 的 
曲线 积分 朗 沿 两 个 相反 方向 各 求 
一 次 而 相互 抵消 ， 故 而 在 总 上 斯 
托 克 斯 公式 也 成 立 。 ] | 
3. 平面 保守 场 E UM 
如 果 有 平面 向量 场 e —au(v, yita le, v) JI A EE as (o, y) A 
ay(v, 了 都 具有 各 种 一 阶 连续 偏 导 数 ， 由 式 (4.52) 和 上 节 所 讨论 
的 保守 场 的 性 质 2 可 知 ， 人 D 内, a 为 保守 场 的 
充 要 条 件 为 : dE D WR 
Su Se =0. (4.58) 
例 3 ik a—(2z--siny)id cosy, 有 向 曲线 1 为 sOy A^ 
标 面 上 平面 曲线 y= 中 自 原点 色 点 


ws» MG Off. 试 求 曲线 积分 | a di 


M ”因为 


区 -mo 4i ~ons. 
故 a 为 一 个 平面 保守 场 ， 因 此 曲线 积分 


f, ad 与 积分 路 径 无 关 , 而 只 取决 于 有 向 
dii Wf IEERURME AREE. 因此 , 我 们 
可 以 男 取 一 条 从 OO 到 M 而 对 计算 更 为 方便 的 路 径 ， 现 取 如 区 


4.30 AIR LRL IS 2H LPS F8, 大 的 参数 方程 可 写成 为 
$—i,y—0, t, 052, 


230 mi Je R 
hb, 的 参数 方程 可 写成 为 
w=2, ymt, i, 0-4, 


f,a-at- [aat | aca 


于 是 有 


= [siti 4 (2005 tdt=4-+2sin4, 
814 试 求 上 例 中 平面 保守 场 a II pe, y). 
MO RER OISHA, WA pCO, 0) 0. 现 把 图 4.30 中 点 
M 的 坐标 作为 cz， 纺 ,点 4 的 坐标 为 (c， 0)， 于 是 得 到 的 一 个 
ELI. 
e, y) [a-d 为 任 一 条 从 0 到 履 的 有 向 曲线 ) 
-| adl | adi 


[4 y 
a af zcosidt=g d xs y, 
M "n ; 


例 5 ka= SEAE, i RM Oy 上 任 一 一 条 包含 原点 
在 其 内 的 光 江 的 有 向 闭 曲 线 ， 试 求 
曲线 积分 和 dl. 

解 因为 


Ur = 3 ey 


Eum e. TET 

存 点 (0, 9) 处 无 定义 . 所 以 不 能 直接 
利用 格林 公式 ， 因 此 先 要 从 以 了 为 
边界 曲线 的 区 域内 挖 去 点 (0,0). 为 
此 ， 取 一 个 充分 小 的 正 数 R, 使 得 
在 Oy 举 标 面 上 包含 点 (0, 0) 的 图 
E DX Ik (C(m, y) | 2? - y R?) 全 部 
处 在 以 1 为 边界 的 区 域内 . 从 以 2 为 边界 曲线 的 区 域 肉 挖 去 上 述 - 
圆 还 区 域 后 ， 所 剩 的 区 域 不 再 是 一 个 单 连通 区 域 了 ， 故 还 不 能 对 
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它 应 用 格林 公式 . 因而 再 要 作 一 次 “前 开 手术 ”: 用 一 条 光滑 监 线 

ce 把 i 和 圆周 27^ — R 连接 起 来 ( 见 图 和.31)， XXE L E 

c 所 围 成 的 连通 区 域 8 就 是 一 个 单 连通 区 域 了 ， 其 边界 曲线 为 有 

HAHET. MATS 4.31 可 知 ,按照 六 的 正光 规定 ,有 
P=l+et+th+e", 

Jep ct. e 是 由 曲线 6 取 相 反 定 向 所 得 的 两 条 有 向 曲线 ,1 和 

的 定 癌 见 图 4.31. 


由 于 在 单 连 通 区 域 S 上 
$a, 0m. 0 ym yta 


p» ày ( wz 下 y^) 2 (a? 49)? . 


KERRANG ad=, LAA 


| a. dl-- fa dl — 0, 


故 | 
Padat=| a. Lc | a- L| a: daf a -di 
=f asats f adl — 0, 
于 是 有 
| a di-— -| a.dl= -| Ps t E os tg 2m, 


上 例 说 明 , 平面 向 量 场 4 在 复 连 通 区 域 和 zy, e) lett y0 
中 是 一 个 无 旋 场 , 但 它 并 不 是 一 个 保守 场 ， 因此 在 复 连通 区 域内 
无 旋 场 不 一 定 是 保守 场 . 


S6" 向量 分 本 


1. vATO2OAXT . 
为 了 便于 记忆 和 运算 ， RIIALE S (Hamilion) t, È 
在 吉 角 坐标 系 内 的 形式 如 下 ， 


apu. coe Roc C 
V-d n TJ oy +k AD 4.59) 
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算 子 VORE nabla 或 de 可 以 看 作 是 以 微分 算 符 元、 


为 分 量 的 形式 向 量 . 

设 数 量 场 piz, y, 2) MEH a (m, 9 为 的 各 分 量 ac(2 
y, 2), ay, y, 5, mla, y, 加 都 具有 各 种 一 阶 连续 偏 导数 , 那么 ， 
利用 了 算 子 并 借助 向 量 运 算 , 我们 可 以 得 到 下 列 结果 : 


28 9$ 
HW、 


Su 2p in PAR e k grad y, (4.60) 
V-a=(i- 3 Etk 2). (adi taj tak) 
Ste + —diva, (4.61) 
i Jj k 
Vxa-- 2 * 2 =roùđ@, (4.62) 


üz ly Ca 
MERRE pe, y, 2) 以 及 向 量 场 blz, y, 加 的 各 个 分 量 
bem, y, £) by (n, y, 2), bs (m, y, 2) 也 都 具有 各 种 一 阶 连续 篇 导 
数 ， 则 根据 梯度 . 散 度 和 旋 度 在 直角 坐标 系 内 的 形式, 还 可 以 得 到 
下 列 结果 : 


V(g-t b) 7 Ve-- Vb, (4.63) 
V. (a4- b) —V-a-- V-b, (4.64) 
Vx(a-c-b -Vvxa-r-vxb, (4.65) 


如 打数 量 场 p, y, 幻 和 问 量 场 al, y, 的 各 个 分 量 4 m, 
y, 2). Gy (m, y, £). a.(c, y, 为 都 具有 各 种 二 阶 偏 导数 ， 则 通过 远 
算 还 可 以 得 到 下 列 结 果 ; 


Vx Vp --0, (4.66) 

V+. (Vxaq)=0, (4.67) 

Vx (Vxa)--V(V-a) — Ad, (4.68) 

3X (4.68) pip A 也 是 一 个 算 子 , i E 459r (Laplace) Kf, 其 
. yy 95. 95 Q 8 

形式 为 AT D Ap Er. (4.69) 
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它 作 用 于 疝 量 场 qa t a,J + a; Kk, B 


AG *- Afi + Aa, J + ^a K 
Oa, , Oc, , Oa, Ou, | 0a, Fay 
"T rri) «( ad AU 2) 
Paa 4 233. | 
(a a (4.70) 
我 们 可 以 看 出 式 (4.66)、(4.67) 和 (4.68) 在 形式 上 与 向 量 运算 的 
结果 是 一 致 的 . 


又 由 于 形式 向 量 V 的 分 量 均 为 微分 算 符 ， 因 而 根据 微分 运算 
法 则 ,我们 还 可 以 得 到 下 列 结 采 : 


V. (pa) — Vp-d--p(V-d), (4.T3i 
Vx (pa) —Vox&d o(Vxda), (4.12) 
V(a-b) = (b- V)a- (a- V)b | 
C4Tbx(Vxa)y-rax(vVxb, (4.18) 
V.(axb) -b.(Vxa)—a-(Vxb), (4.14) 
Vx(axb)—(b.vV)a-b(V.a) 
— (a-V)b-- a(V- b), (4. TE) 


其 中 a-V H bY 均 应 看 作为 算 子 ， 
a- Vas tag, eub, 
EN 


8 
b. V—b, EC EU A 


| ə, 08. — 
& — (a-V)b- (ata iot E 


cTo,——. WE 


y êz 
i b, a by r) j 


z (ic be b, || Ob. 


27 Oz 
2， 曲 线 坐 标 


"T ———— L0 —À—H M 
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X ESL. TR, RABELO, 0, 四 来 描述 管内 一 点 M. 的 
位 置 最 为 方便 ( 见 图 4.32)， 但 如 
果 仍 把 点 M 处 的 电场 E SETS AE 
标 系 的 坐标 向 量 记 也 无 的 方向 进 
行 分 解 ， 则 将 破坏 关于 圆柱 的 对 称 
性 ,使 用 起 来 并 不 方便 . 为 了 保持 关 
于 图 柱 的 对 称 性 , 我们 可 把 点 M 处 
的 电场 召 按 该 点 处 的 轴 向 、 径 向 和 
切 向 进行 分 解 , 即 按 图 4,32 所 示 的 
e, €, 和 ee 方向 进行 分 解 ， 因 此 为 
了 实用 上 的 方便 ， 我 们 不 仅 需要 采 
用 柱 坐 标 、 球 坐标 等 坐标 系 来 描述 
点 的 位 置 ， 而 且 还 需要 在 这 些 坐 标 
系 中 引进 相应 的 单位 向 量 来 描述 向 量 场 ， 下 面 我 们 先 介绍 一 般 曲 

线 坐标 的 情况 . , 
REAR, y, 2) SHREE v, 也 ) 的 变换 方程 如 下 : 

| 


y=y (u, v, w), | (4.76) 


gw v, w). 


TERERAA AR MERRIN, Y BAIRE 


D(u, v, w) 
#0 时 ,上述 方程 组 就 唯一 确定 了 函数 组 ; 
uuo, y, 2), 
e y, 2), (4.77) 
wax, y, 2), 


(u, v, 内 坐标 系 的 三 族 坐 标 曲面 分 别 为 
ulz, y, z) 二 常数 ， 
| 
w(z, y. 2 一 常数 ， 

它 的 三 族 举 标 曲线 分 别 为 | 
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Tien y, 2) 7 TE C, [e y, 2) 一 常数， 
wla, y, 2) 二 常数 ;utr y, 3) 一 常数 ; 
pes y, 2) 一 常数 ， 
tw y, 5 一 常数. 
于 是 过 点 (uo, vo, so) 的 一 条 坐标 临 线 
人 y, Z) = Vo, 
w(m, y, Z) = Wo 
EE— Al, y, 2?) 的 各 个 坐标 , 由 式 (4.76) 可 知 应 具有 下 列 形式 ，: 
$-—r(u, vo, Wo), 
| vo, Wo), 
gez, to, Wo). 
摘 句 话说, 3X AA HA RT E183 p F 9178 3X 
f —T(U, Vo, Wo) 
(Uu, Vo, WË YU, vo, wo) H- (M, vo, wok. 


BE LOST I8 E E 3 
T (u, o, w) —z(u, v, wu)di--y(u, v, w)3--z(u, v, w)k 
言 , 它 在 点 M 处 关于 % 的 偏 导数 ; 
or ec; By | 
uid oua a ru t 
就 是 此 坐标 曲线 在 上 M 处 的 切 向 量 ， 同 祥 可 知 , 2 | m Del 


分 别 为 这 点 MEG, v, BB RACER AE M M AÈ A Ma 
m. 向量 TL. TP. DT 都 是 (w v, w) 的 函数 ， 而 且 它们 均 应 为 
非 零 向 量 , 否则 相应 的 函数 行列 式 MILL E NE: 


2r | pa 
al’ Scb aet i 


称 它们 为 关于 些 标 {4%, 人 2 的 只 度 目 子 ， 我 们 取 es en eo x 


or ar Or. 
HA as 方向 一 致 的 单位 向 量 : 即 


H.- H,- 2f * (4.78) 


Hy, Ou! 
1 er 
L. p Óv + 
e= 1 gr 


Re 


方程 为 


do _ ov 1 ez 
d. 088, 2 rsin, ES 0, 
Y ano OV. Sy _ 

Ór sin&, 28 T COR B, às 0; 


-0 20.9 Æ 
rh E 0, az 


由 此 可 得 关于 柱 坐 标 4"，0 z} 的 尺度 因子 分 别 为 


(4.19) 


Bil f^, 6,2) 的 变换 


H,=1, H,—v, H,—1, 
柱 坐 标 系 相应 的 单位 向 量 es. €o, e, CER 4.88). 
例 2 «As (p, o, D PEBOTROS 
g= pain p cosB, 
| er 
z= peosg, 


因而 


(4.80) 


du 一 Sin p cos Â, Qv 008 g co8d, OP Lc E 
Op | op 


l -anosing, L= img, 29 og 
dp sin p gin 9, rr p eos pain 9, 26 p Bin p cos 8; 


ex oz : Əz 
a P> =—= pnp, =0. 


op a8 
由 此 可 知 球 举 标 (p, p, 外 的 尺度 因子 分 别 为 . 
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H,=1, 
H,=p, (4.81) 


球 坐 标 系 府 ,应 的 单位 向 量 ep, 
€,. E(B] 4.34), 

Jn 58 dli ZR AS ZR (u, v, w) 
I3 — 3X Ab ptr E EE — E 
EEZ CHI d 4€ — 9 Ab es, 
e, e, TH 5 3E EDO. 则 称 这 个 曲 
线 坐 标 系 是 正 交 的 。 易 知 柱 坐 
标 系 (r, 0, z) EEX KARE 
标 等 ， 且 在 任 一 点 处 单位 向 量 
€,, €s, €, 都 依次 组 成 右手 系 ; 
球 坐 标 系 lp, p, ) 也 是 正 交 的 
曲线 坐标 系 , ELIE— RAER ei, eu, eo 都 依次 组 成 右手 系 . 

9. 梯度 在 正 交 曲线 坐标 系 内 的 形式 

Blu, v, 20) 为 正 交 曲线 坐标 系 ， ih E ule, y, 2) — uo 为 通 

过 点 M (uo, wo, wo) 的 一 个 坐标 

e. 曲面 ， 显然 ， 在 点 M 处 的 梯度 


N gradu J& 5 [iz Tii u(z, y, z) — uo 
JEN 在 点 M 处 的 法 向 量 . 因此 在 点 
M 处 的 梯度 gradu 与 此 曲面 上 

过 点 M 的 二 条 坐标 曲线 


{ 2, Y, £) to, 
lap(z, y, z) o 


图 4.34 


gradu 


p Y, z) = tis 
Vw, y, z) = ‘Dn, 
在 点 对 处 的 单位 切线 向 量 e M ew 是 相互 垂直 的 ( 见 图 4.35)， 
在 点 M 处 的 单位 向 量 €, 5 €, Fl €, wE ETAR, 而 且 grad w 


238 SEE 4 d 
5 e, 都 指向 避 值 增 大 的 方向 ,因而 两 者 方 向 是 一 臻 的 ， 即 应 有 
gradu [grad ujen, (4.82) 
由 式 (4.78) 可 知 , 1013 PLC 、 
T—T(u, v, w) =ru, v, w)i--y(u, v, w)J-- (s, v, wk 
TE M Ab da sid 
He (4.83) 


从 式 (4.82) 和 (4.83) 便 得 


grad u 2. Hulgrad v. 


叉 因 为 方程 组 (4.77) 是 由 (4.76) 所 解 得 的 , 因而 
u [z ut, v, w), yu, v, w), z(u, v, ap) | =u. 


XL ESSISIPS 2E. u RKF, 得 


e 


eu Om | eu. Oy | €u e 一 二 
Er Ou Oy Ow 0t Ou . 
于 是 有 " 
HAN „2r 
dl,| gradu! = grad u ET 
„ĉu Or , Qu Oy , Ou Oz .— 
Del a wm s P 
Ha (4.82) m (4.84) np f 
1 
“H, 
" nrc NEA! 
间 样 可 得 grad EE 2m €, grad w= H, En. 
最 后 可 以 得 到 
grad (P (u, v, e 
--or 
- gradu + f grade t5 P grad w 
v 1 F 1 F 


例 3 HA (4.85) fL (4. 80) nfi, BAS Rh, BEVE 的 
EX 07 | 
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oF 1 oF ,OF 
VE ör Fa 88 BT e.. (4 " 86) 
BA (4.85) 38 (4. 81) a [ 4g. XE RR A b d rP SEE VE 的 形式 为 
3E 1 8F , 1 e8F & 
L- —4 — 一 一 ——— 4, 
VEF E bir Bo eT T ag €" (4.81) 


入 和 散 度 在 正 交 曲线 坐标 系 内 的 形式 
Wt(u, v, w) 为 一 个 正 交 曲 绕 坐标 系 . au, v, w) 为 一 个 向 量 
Ha, TER M (uo, vo, wo) 处 
a ^r. p] 3& y E Oy 
s Ce, Bw, TEIE-- A Qu, 
v, p" DE WES Su 
HJ Cu, €, Ew 上 的 投影 分 
HJA D EU 
O = tue 0,0, CE. 
设 au, Or, cs 都 具有 各 种 
一 阶 连 续 偏 导数 ， 类 似 于 图 4.58 
考察 散 度 在 实 角 举 标 系 中 的 形式 的 做 法 ， 我 们 考察 由 六 个 坐标 曲 
面 


(2 一 0， 
ule, y, £3 — ug du, nig, y, 3) = mt do, 
QUU, W, 2) 7 9 d- d, 
(不妨 设 ducO0, 4e2-0, dwm 00 PIE UBL sS] UL 7S Qr PERI ASA. AV, 因 
29 ll 7 Bi PU M A CLER. 4.36) B 79 A bsc i £X 
T=T (u, vo, Wo) 
—z(u, to, Wat- yiu, vo, Wo Pata, to, Wok 


LÉ u= tio Zl] u= uor du 的 一 E. EE BERDEIR E 
-oa o) wo) du -+o (lu) 


同样 可 知 , 曲 六 面体 上 楼 M BRILMC 的 长度 分 别 为 
| OT (Uo, Vo, 200 1 Aa 
J e 


4-01 dv), 


210 SE E ix 
和 -ea W). Au) o Aw), 
当 2u0, 4dvo—0, dw—>0 it, EMA, MB, MO 都 将 转化 为 直 
线 , 曲 六 面体 将 转化 为 一 个 平行 六 面体 ， 向 量 术 4， 肌 上 户 ，MC 将 
分 别 转化 成 向 量 SE du, E de, SE dw, 所 以 根据 向 量 混合 积 的 
几何 意义 , 便 知 曲 六 面体 的 体积 微 元 df 可 写成 下 列 形式 ; 
or or or | 
ay = |( SE dx 人 do) de]. 
H3X 4. 79) (i 18. 
dV = H,H,.H „dudo dw, (4.88) 
根据 散 度 的 定义 ,应 用 曲 六 面体 微 元 可 把 点 3f KERRU V-a 
写成 下 列 形式 , 


Zeas (4.89) 


Kp Xa-dS WI B 7i fk oL RIZ E a-dS 之 和 ， 图 4.86 
中 微 元 的 面 S; 和 Sa 分 别 对 应 于 坐标 曲面 w uo tdw 和 w= wa, 
易 知 ,点 型 处 的 e, 垂直 于 Sa, MAXIA h hm Ss 来 说 dS 与 ew 
fS 7Y ITA Bc. — 根据 向 量 积 的 几何 意义 , 同时 注意 到 曲线 坐标 系 
的 正 交 性 , 便 有 


las| = xd = HIH.dedv, 
因此 在 Ss 上 有 
ad= — (tH H o) |, v v dudv, 
HETA, E S 上 有 
ad S = (a, H,H,) | cus vor waw Tu doo 
把 上 面 两 式 相 加 , 再 根据 中 值 定 理 和 偏 导 数 的 连续 性 , BEI DU R 
8; fu S, E a-dS 之 和 为 


Va 


hr dodw, 
[H . 


同样 可 得 , 曲 六 面体 微 元 上 相应 于 坐标 曲面 & 一 2 uu uod d, 
的 两 个 面 Ss 和 ,上 a-dS 的 和 为 


TT e rr een n oM — 9 8 o — c 


P ads = oH w) | , T6 do dw 


: 以 及 相应 于 坐标 曲面 w 一 oo， m1 的 两 个 面 $s 和 Se 上 
a- dS 之 和 | 


tHe 
o 


1 . i (a, H,ll,) 
à, a-ds Ov 


du doe da, 
M 


于 是 根据 式 (4.88) (4.89 , EI 88 T 
1 ERE Ho) ) (8 (a, Ho i M) 
| Qu | 09 


4 (as HH) | (4.90) 


形式 为 ; 
lar) , ĉde , lar) 
E 7808 ^^ & | 
Blar) , l Oum, , Qa; 
r^ Or rn 8 5 l ~ 


由 式 (4.90) 和 (4.81) 便 知 ,在 球 坐 标 系 内 散 度 Ya 的 形式 为 


1 alap simp) , G(a,psin oj , Alap) 

Midi c oss | EXE SINP) , Capp INP) Ops 

ZU | Bp | 

ee (ap?) ， 1 ë lm inp) £ T. Qao 

p Op pging Bp |  psino 00 
(4.93) 


b. 旋 度 在 正 交 曲线 坐标 系 内 的 形式 

”为 求 得 向 量 场 a 在 正 交 曲线 坐标 系 (u, v, wu) IN EHE Va 
的 形式 ， 我 们 计算 在 点 M (uo, to, wo) 处 的 旋 度 在 该 点 处 的 ew 上 
的 投影 , 为 此 , 考察 举 标 曲面 ETT 上 四 条 坐标 曲线 : 

人 人 dei rr 

U = Uo 和 一 3 lLu= tuot ly w= dv, 

(不 妨 设 加 >0， 4v7-0) Bt ERR BJ ih DU. 32 7E 4S 的 面积 (参看 图 
4.81), ?4 du-»0, dw-=>0 时 , ECL PLE RO HIER SIE OT LR 向 


CERNIMUS T Qd. ar dv, Xp fig gu 
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T(u, v, w) 
=u, v. wd 

c gy(u, v, wu) 3 

—-z(u, v, w)k, 
而 slu, v, w), y(u, v, w), 
alu, v, w) HA (4.76) p xg. 
同时 ， 曲 四 边 形 将 转化 为 一 
个 平行 四 边 形 .， 所 以 , 注意 
到 式 (4.79) 和 曲线 坐标 系 的 正 交 性 , 此 微 元 曲 四 边 形 的 面积 


or er | uw Rl " DE 
dS = 2u du x. By dv. H.H duda, (4.93! 

再 根据 旋 度 的 定义 , 可 知 旋 度 YX 在 ee 上 的 投影 可 以 写成 为 
Vxa-e,-— Ion /4,94) 


其 中 Xa-dl H a-di 在 图 4.37 中 微 元 曲 四 边 形 中 四 条 有 向 边界 一 
曲线 和 Pa、 l d pM BA dp b. 


ü dl = (ae, + a e, T Gulu) (25 du) 


-— (a1, | {Wor ter tco) du, 
而 在 l 上 ， d 
a-di— (au H vy) | (ios to i der we) du, 
所 以 @: 忆 在 和 有 上 之 和 ， 丰 应 用 中 值 定理 后 可 以 写成 如 下 形 
式 : 
BiH) . 


*3a-.di- — NL 


lita àv 
同样 可 得 a-di 在 如 和 上 之 和 为 | 
od- PES dudo, 

最 后 由 上 两 式 及 式 (4.93)、(4.94), 便 得 


i [ eU QH r) fm uò I 
MAN pu ór | 


Vxa:e,- 
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同 理 可 知 : 
1 CM: Ha) - 9 Hy 
Vxa-e,— "B.H. | Er | 
x7 7 a l 0 (a,.H ) N mo 
lu x a Cu = we Ov e eu |. 


最 后 可 把 旋 度 VYxw 写成 下 列 容易 记忆 的 形式 ; 
| Hues Hu Hols] 
E à 8 


Ou æ w 
Hatu Hoa, Hol 

H5 出 式 (4,95) A4. 80) EA, TEREA RA ERE V x a 的 
ERA: 


Vxü- 


1 
7 (4.95) 


€, T'€s €. | 


1|D 8 8 
uec. ur em .969 
r|ór d» æ (4.96) 


d, Tp * . 
Bi X (4. 95) A (4. 810 (SUI, TERR AER APERE V x a 的 形式 为 . 
€, pep psinge, 
Í e 8 KA 
p*'sinp Op p E 
d,  pà, pN pa 
6. A 严 在 正 交 曲线 坐标 系 内 的 形式 
设 {0; en, ev 2 E 函数 F(u, v, v)A 
有 各 种 二 阶 连 续 偏 导数 ， 按 照 算 子 和 的 定 


Vxa- 


(4.97) 


AF=A VF, 
于 是 由 式 (4.85) 和 (4.90) 可 得 
AF=V-VF 
1 eor 1 oF 1 8F 
=v: |- "ANO e, 十 H. 2s eu 十 H ok e. 
MS ERE IRCR aF 
H.H.H. uM H. ðu 
HH, a H,H, ƏF 
óv C1 F. ax H o | (4.98) 
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例 6 mx (4.98 51 (4. 80) An, piod n 内 的 形式 为 . 


Ap-1|2(,25).. 0 (3 22) 2. (7 2) 


-PF „1 OF - i er ZF (4.99: 


Or n Or r? g8’? or oc 


WR (4. 98) 3004 810 [RE Adl, AF 在 球 举 标 系 内 的 形式 为 : 


人 
E^ (4 1 BA | 
ó6 \sng oë 

x à. um. t TT. a; (sin e 


1 ?万 
十 or. (4.100) - 


3 H 


1. ORB: y ) 沿 方向 的 方向 导数 .2 


[^] 


(1) u—z?—zgtg,122i Si Fk; 

(2) u—zyg?, I—i — 2k; 

(3) u-sin(z--y) À-cos(y — 2), L=xi— k; 
(4) u=% cos 2r, 1—i— Fk; 

(5) u2In(z-ry--2), I—i— 3j — k, 


. Ski u—2sy —5? dE x (2, —1, 1) 处 沿 指向 点 人 3, 1, — D 的 方向 上 的 


方向 导数 ， 


。 试 求 下 列 数量 场 &% 一 xz y, 8) 在 指定 点 处 的 梯度 ; 


(D) u- (x33 a!) 29), 在 点 (1， 2, 一 2 处 ; 
(2) w= 二]n(z?+y?), 在 点 (3， 一 和, 0 处; 
(B) ucettreoss, 在 点 (1，0, w) 处 : 

(4) w=eos 3x cos 4y sh s, té (0, P 0t; 
(8) u—sarctg y 在 点 (3, 2, — DRE. 


. Mod HESS uu e7*" cos e x X (1. 0, 08958 BEL 27 S. 
， 试 问 数量 场 w-a?4 29? 327 my Fr - y — 62 4-12 在 何 处 的 梯度 为 零 


m—-——— ——— nn ee ee er 
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向 最. 


.试问 数量 场 4=23 十 该 二 28 一 3zyz 在 蛙 些 点 上 的 梯度 与 上 平行 ， 
. UE E uum, Y: g), voz, Y, z), w=f (s, v) 都 是 可 微 的 , 证 明 : 


Brad w= əf gradu - or grad v, 


. 试问 ; 在 点 MG, -1, RN 函数 c 


哪个 方向 上 增长 率 ( 移 动 单位 距离 所 增加 的 函数 值 ) 最 大 ? 在 这 个 方向 
XE uode 型 处 的 瞬时 增长 率 是 多 少 ? 


证 明 grad Ly r, R r=vsityi b sk, ra? Vy eo 
RE T , i 
. ROS u= Y TE 在 点 AG, 2, 2) 及 点 BCB, 1, 0) 的 梯度 之 


jane ft o, 


. 设 向 量 场 a (n— gi -2*3 - Cy? tek, AA S 为 由 平面 2 一 


0, zb, y=0, yb, s=0, s=b 所 围 成 的 正方 洒 的 表面 ， 法 线 方向 指 
向 正方 体 的 外 仙 . iof sas. 


， 设 向 量 场 a 一 zsi 十 #5j 二 eK， Am this A R= VE 


的 外 位， 试 求 曲面 积分 |[a-45. 


。 计 算 下 列 典 而 积分 : 


Qo. ffe dedy, S. PRRI noh RP, aco 的 外 个 ; 


(2) oen g)dz dy - (y — 2)dy de, 8, 2—0, $—1, y—0, y—1, 2— 


5 


0, z—1 MEREZA ARIKA, 


. 计算 曲面 积分 : 


i (s + Ddr dy + ry dx da, 


$.98,. 
其 中 S, SERE Hy Sa bec 及 0D<zs<l1 的 部 分 ， 其 法 向 与 Ox 
栅 正 向 交 成 锐角 ，5; 为 rOy 平面 上 半 EL IRE Sg ess zz0, E ÉI IE 
向 与 Os 轴 正 向 相反 ， 
计算 曲面 积分 : 


| [ct dude? dg dx -- g’ da ds, 
š ; 
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83 


i. 


w 


eo 


eos 


Hp S "xii sut? He =l FR F y xin, z20 内 的 部 分 的 外 
Mil, 


VERE SUIS TE ec AAIR. 
(C a-P?ric-guj4 zUE 
(2) a-rsnyidzceosyP- yak, 
(3) a—evt*i wei 
iE ptz, y, DE-A, aia, u, DEAA TA, SATIN ROSE EY 
HRF EAH: 
diviga) =p div a+ a-grad o, 


. gpm, y, 二 In ty’ -+ 83), a — COs Ti + cosy) d sinzk, Wok 


div(pa), 


. ME eG, y, 分 一 Bo 十 经 .Fo RR div(grad o), 


|a (Üxy-- zi 4-y!i - Gr-3y)k, UC, V. Tati 2x t 2g--2—6, r= 
0, y 二 0, 2—0 所 围 成 的 立体 ， 试 对 它们 验证 Gauss TR, 


.应 用 Gauss 定理 洁 算 下 列 曲面 积分 : 


{1) G oie nouas, S 为 立方 体 : O«rea Omysca, Ossa 
E 


pr Ae Rr RIS tU 
(3) de cot aur son -dS, S Ug rti £—4— P), x0, 723, 240 


Fr EB pi EAE B 5 x ren HT p IUS 
(3) $ didit k dS, S RE Hy He ma? me 


(4) $ a^i aps R) ds, S H h ey? — 2-0, sha) Br EL 


之 立体 的 表面 的 外 侧 . 


7. i EE ESTE BUS: 


QA. — 84) ihi dg BA1 ue 842) eA; — PEN 
Jie LL dy d (es 5 deds-c (5 5v 24: rdg, 


其 中 Ar syts, daso ty, Amste, S 十 内 抛物 线 
g—-i-y 
i V (Duy) 

z-0 


绕 e 轴 旋 转 而 成 的 直面 的 外 例 . 


$, 设 9 是 -一 个 空间 闭 区 域 ， 3 是 吕 的 边界 面 ， 它 是 分 片 光 滑 的 ， 函 数 


n—-———————— ——— —Prnó AG 


MNAE 


m 


一 一 一 一 
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ave, y, Co o DAA UB CREER UR, XE. 
中 dgrade- vgradi) d8 = | f [cia --vdudt, 
14 


„Du , 2u Pu gp e 8w 2D ae ahm g 
其 中 Au =a T ET T NmBU duc + ay? 十 ET " 有 向 曲面 为 


Q 3h Jt cii efl, 


1. H8 p 


QD fea- Pit 3ys] - 2?&]- dhl HRR e y=, e i, At 
aj t= l W- ER; . 

(2) [Eviryi+ sty DK-d, 1 为 从 点 (1 1, 二 到 点 (2 3, 4) 的 一 
BRE 

O) (C amy Ce- az] dt, 1 为 «Oy 玲 标 平 而 上 的 直线 go 
从 2 一 一 上 到 2 一 工 的 一 段 ; 

(D | Et tice i) d, US Oy BIR EM ER ma? 2 A w= 
1£|z—2H8]— 8 


(53 KC R? —a4 jtaxuk) d, 1 H ph iR =k eost, y— Rsini, s 
i 


und, M tel iip re 2a 的 一 段 ,其 中 R94 为 常数 . 
TERES EGGS. 
(1D) a-u5i yc 
(2) e- csin 和 十 ac032 — ryk; 
(3) a-y' i-a, 


. qóbe-B3z2— yrit (w 22)k.oK rotrota, 
.证 其 公式 : rol(pa) —9 rata grad p» a, 
.db r—ri-yjdck, r=ẸŢ[v aty ts", e 为 企 一 单位 常 向 量 , BEL (n) 8] 


TR. 试 江 处 下列 结 求 ; 

(D rci(e* r) -3e; (25 rot((e-71e) —0, 

(3) rot((ex r) X e) 0; (4) rot(f(r)r) —0, 

ik a=3yi—szj tysk, S 为 抛物 面 2a? 中 s<3 的 部 分 的 外 便 (2s 
>g 4y? M, 2 为 六 的 边界 , 斌 以 此 验证 Stokes GARE, 


- AIH Stokes 公式 计算 下 列 曲线 积分 ; 
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8. 


10. 


d) fis sitzt, i 为 球面 a? y! e e —a? 《外侧 ) 中 满 是 z+y 寺 # 
0 部 分 的 有 向 边界 ; 
C2) f u- ndn (6 一 z)dy 二 tw 一 y)as, 1 hi TRE =a 5 SET D 


4-10, 5>0) 的 交 线 , RAPHA » EAREN A; 


e for- 2?)dz 4- (8? - eydy + (a? - yda, 1 为 用 平面 rbyir—] a 


” Bahi Ossa, 0<y<a, (zeca 的 表面 所 得 的 切 痕 ， 从 5 f 
" 的 正 向 看 是 逆 时 针 方 向 的 . 
设 向 量 场 @@ 一 《azy 十 3) 十 (2Z2 一 和 5) 了 一 4 天 
(D 证 明 a 是 一 个 保守 场 ; 
(2) 求 出 保守 场 a 的 一 个 势 函 数 ; 


(3) 计算 | a-at, LS BAG, — 1, 2) 到 点 (2, 1, 一 了 的 任 一 段 曲线 . 


.判定 向 量 场 ae 是 否 为 保守 场 , 若是 , 试 求 出 其 一 个 势 函 数 : 


(QD @= (83— 4zxyi - (64 — 227)3 + C3zs- 1)k; 

(2) a=(ss— Et (Ty tsj + (3132? — my) 

(3) a-—ys(Ax-- y -£)i -xz(xz-2y 4-2)J A xy(x ty + 22) kh; 

(4) a 2ze Vi 4- (co82 — Tle 9j — y sine, 

计算 下 列 曲线 积分 : "n 

GD [ (a? gay GP nr) du e GP — mods, 其 中 有 向 曲线 1 的 参数 
方程 为 x 一 300st, y—2 sint, 2 一 世人 0— 220); 

(2 Í, adl Xt th ale, y, 8) = (67^ 2r cosy)i— x? sin gj —xe^*k, $ ial 
HA ? 的 参数 方程 为 : r-1-—snt, y—x cost 4- 3.1, ec iteost, (t 


3 3 
D-> 3 «). 


、 设 曲线 积分 | Gh nde (y sedg, 其 中 1 为 正方 形 0<s<3， 


Ox y«2 的 边界 , 对 此 验证 Green 公式 ， 


.利用 Green 公式 计算 下 列 曲线 积分 ; * 


a) $ (az y )da + (5y 4-92 — 6)dy, ?为 以 C0, 0), (3, 0, (3, DA 


顶点 的 三 角形 ; 
D dtm rty sA, 计算 上 题 的 曲线 有 分 


——— — — M M A — m À M MÀ À — ——— —À — —— À— 


3 H 29 
2 
(3) $ (a Edo - Gn-- dy, LETS fef en 


(4) jo sin y —my)dz -+ (e* eos y — m3dy, 173 ÆA a? t yar, y20 
1323 7 (22 0) 
OLET lel yl 一 


EY 


,说 明 下 列 平面 向 量 场 都 是 保守 场 , 并 求 出 它 的 一 个 势 函 数 : 


(1) a2 (w+ 22g -- 3i 4- (2?- 2xy - y, 
(2) a—(zco8 y — y? sin vii (25 cosa — z? &in g) 
(3) a-e*[e'(z —y--2) - 9 ]H teom- y) +D, 


- EI V TET ENS a= ry- y^ -- 8) ic (2? 一 4y3)j 是 一 个 保守 场 ， 并 求 


出 它 的 一 个 势 函 数 , EAR ah rOy AGERE EE SR E CL, 0) 到 
C2, 了 的 曲线 1 的 曲线 积分 ard 


- 验证 下 列 曲线 积分 与 积分 路 径 无 关 , 并 求 其 值 ; 


CD (7 ease udy, D Otart Ga - y)dy 


(a, D) 
(3) f e7 cosy dx — e* sin ydy, 
(0,2) 


d 计算 曲线 积分 | (2239 — ? cos a) dat (1 — ay sin x 3a?yT)dy, 其 中 ?为 


zOy AGERE EH =Z Ejus (o, ORAC, 1)m— n. 


. o 2 ME (i ps fot dade (6e op 一 5 与 积分 路 


£X, 并 求 当 ALB 分 别 为 (0, 05. OL, 2) 时 该 曲线 积分 的 值 . 


已 知 曲线 积分 | Go arsiozdz I p Gody BRAMER, RRL 


EB A, DI Bs, 0) 的 任 一 曲线 , food TAGS HI) 
求 1(2， 并 对 此 了 Cz) 计算 上 述 脂 线 积分 


9， 设 函数 了 (Cw) 连续 , 1 WFH ERNA A h. uE A: 


和 foris! coda e ydg) 20, 


. 证 明 V*Cax by—b-(Vxa)--a«(Q xb), 
. 证 明 Vx (V xa) - V(V a) — ^a, 


证 明 Vx(axb)eG-V)a-b(V*a) - Ca*V)b-a(V* by | 
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. 证明 V(a*b) —aXx (VX b)--bx (Vica) tb V)a c (a*V)b, 
. &V 为 有 疝 闭 曲 画 S 所 包围 的 立体 , 5 miktium STRIS YU, 试 证 : 


furo -as- f [rone - ve vena. 


-ARFI AREE BRRR A ETUR REE: 


(1) oo G? t y tD (2) p—n(z?- yc 85, 


、 试 求 向 量 场 4 二 zi 二 好 十 Coszs& PERRA PIRENEI. 
、 试 求 球 坐标 系 中 问 量 a= pes- fegt Pla RE, 旋 度 和 Aa. 
、 从 直角 坐标 到 抛物 柱 坐 标的 变换 方程 为 : 


s= Çu? — 0), y=, 8=W, 
QD) FAEH AES XE IE 2E R9; 
(2 求 出 它 的 尺度 因子 ; 
(3) 号 出 此 曲线 坐标 系 中 梯度 的 形式 ， 


第 五 章 级 数 


$1 数 项 级 数 


1. 概念 和 性 质 
F Wa, Ma, te Un, eM SCIL, 则 称 
ts T Mg ^n e de n 


(5.1) 


为 一 个 无 穷 级 数 ,或 简称 级 数 , 记 为 Du, EBD GR us 称 为 此 


级 数 的 一 般 项 或 通 项 ， 级 数 (65.1) 的 前 m XL BUB Su BI 


S, us us ns, 


(5.2) 


称 这 种 S. 为 级 数 (5.00 Bp 3p 2o, 称 数列 (5, 为 级 数 的 部 分 和 和 数 
列 。 如 时 数列 {Ss} 以 一 个 有 限 值 S 为 它 的 极限 ， 则 称 此 极限 值 5 


为 级 数 (5.1) ZH. 
例 1 考察 级 数 S ZM, 
M ”因为 此 级 数 的 部 分 和 


By nt oo Bj, S, -Foo, BEL ULOCBSDADATEXE, - 


例 2 xg S.L. 的 和 . 


2 2? a" 


252 | Bu* 级 k 


1 
Bur T S 
Mace 


& 
KHY noto 时 ,S32。 所 以 此 级 数 之 和 等 于 2. 
定义 5.1 如 果 级 数 (5.1) 的 部 分 和 数列 地。 上 以 一 个 有 限 值 
S 为 极限 , 则 称 级 数 (5.,1) 是 收效 的 ,并 称 此 六 为 此 级 数 的 和 , 记 为 


X«-8. (6.3) 
如 果 数列 {8} 的 极限 不 存在 , 则 称 级 数 (5. D JE cen. 
例 3 考察 几何 级 数 Sag" (a0) 的 收敛 性 . 
解 当 i3| 基 1 时 ,此 几何 级 数 的 部 分 和 可 写成 


S, a--aq tag"! 20-0. 
wc LL ME. 
i—-q 1-4 
由 此 可 知 |: 
(L) 34 |g|<1L 时 ,9 一 0 一 二 oo) 所 以 这 时 级 数 收 敛 ,县 有 
27 ut. (6.4) 


(2) 当 |g] >1 f, qo (n> 二 oo) ,所 以 这 时 级 数 发 散 . 
(D) 当 g=1 有 时, S,—na. BA, 这 时 级 数 也 是 发 散 的 . 
S,-a-amda-uüdc: T (-1)"7a, 

因此 , 这 时 级 数 也 是 发 散 的 . 

下 面 我 们 讨论 关于 数 项 级 数 的 若干 基本 性 质 . 

性 质 1 车 级 数 Da 收 伍 ,大 为 一 个 常数 , 则 级 数 ka 也 
收敛 , 且 

2 ka,— EC E a). (5.5) 


证 明 WES 和 ov 分 别 为 级 数 È mw 和 D ta 的 部 分 和 ， 且 


一 一 一 -一 一 一- 一 一 一 一 一 一 一 -一 全 一 一 一 -一 
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3-8. 显然 应 有 


ce, ES, 
[ra lim g= lim £5S,—klim S,— ES. 
poo nox n= +o 


所 以 级 数 1 

性 质 2 若 级 数 Sia 和 Sio, WEA MWER Š (au t b) 
BAKE HR 

È (9—)-X€«-Xb. (5.6) 

证 明 WA, BL 和 六 分 别 表示 级 数 Da Do A È (a, 

cb) 的 前 项 的 部 分 和 , Ho ca, A, S36,— B, 显然 应 有 
S, A, t B,. 

Uo. duum eerie c e ie TAM 
gia S tol BOSE. IO 

请 注意 , 当 3 o, 和 33 0, 都 是 发 散 级 数 时 ,级 数 E (atb) 
不 一 定 发 散 ， 例如 ， 当 ww 王 1 如 三 一时 ， 级 数 Mad X b. 
都 是 发 散 的 , 但 Š) (atb) RUE A COLI VON 

例 4 doxes S (uta p 

Wo HAS 可 知 几何 级 数 È o8 È yor 都 是 收 伍 的 ,而 
县 进一步 由 式 (5 WC | 

1 


NE OUS 


所 以 根据 性 质 2 可 知 , 级 数 Mo ui ) 是 收 贫 的 , 且 


E -g)-1-9- -5. 


HE SORREND ER ERR ADT 


Jim qu, — 0, (5.7) 
证 明 设 8, 为 级 数 Sn 的 前 mm 项 的 部 分 和 , 则 
Un S, S, s, 


BED, Du cO ORC CS. IUE RUE, 设 它 为 8、 于 是 
puede et 
-$-—S8—0, ] 
请 注意 , 满足 式 (5.7) 条 件 的 级 数 Don 不 一 定 是 收敛 的 ， 如 
例 ] 中 的 级 数 S 地- 即 是 如 此 ， | 


性 质 4[ 柯 西 (Cauchyy 收敛 原理 ] 级 数 E u 收敛 的 完 分 
必要 条 件 为 : 对 于 任意 给 定 的 正 数 s， 都 存在 一 个 正 整 数 六 ,使 得 
D 时 ,不 等 式 

| 十 ts 十 (5.8) 
对 任 一 正 整 数 2 都 成 立 , 

证 明 设 8, 为 级 数 Èu 的 前 = 项 的 部 分 和 。 根据 柯 西 原 
理 可 知 , 数列 (8,) 的 极限 存在 的 充 要 条 件 为 : 对 于 任意 给 定 的 正 
数 。, 都 存在 一 个 正 整数 N, BEH n>N i, 不等式 

(Sats Dsl <8 
对 任 一 正 整数 ? 都 成 立 ， 而 


COO 


$1 数 X G * 255 
Bi qu iesu ine 34 
由 此 就 可 得 到 性 质 4，] 

由 收敛 原 惠 可 知 , 改变 级 数 Tu 中 有 限 项 的 数值 不 会 影响 
Sg? PE Se CE Xd WEZE s 9 CORC E D u RR W 
改变 后 仍 发 散 :， 于 是 可 得 下 列 性 质 : | 

ERS 改变 级 数 zw 内 有 限 项 的 数值 后 所 得 的 级 数 与 原 
来 的 级 数 2 ^t, AARE. 
例 5 考察 下 列 级 数 的 收 襄 性 ; 
910. 99. ,., T e k n, 

E ”如 果 把 上 述 级 数 的 前 LL 项 的 数值 都 改 成 零 , 则 由 例 1 可 

知 所 得 的 级 数 是 发 若 的 .由 性 质 5 便 知 所 考察 前 级 数 也 是 发 散 


的 . 
2， 正 项 级 数 


若 级 数 2« 8p REDDERE BÉ Cus» 0) ,— BUR ERE p 
为 一 个 正 项 级 数 。 显然 , 正 项 级 数 ps Bd fa 9) (S. 是 一- 


个 单调 递增 的 数 浏 , 我 们 知道 , 单调 的 有 界 数 列 18.} 必 有 极限 .由 
此 可 得 到 正 项 级 数 收敛 的 一 个 充分 必要 条 件 如 下 : . 


定理 5.1 正 项 级 数 Èun 收 伍 的 充分 必要 条 件 为 它 的 部 分 
和 数列 {8S,} 有 上 界 . 

例 6 xps SL 的 收敛 性 

解 7 级 数 显然 是 一 个 正 项 级 数 .特别 当 .p=I 时 ， 六 应 的 双 


RRRA APAR. 
(1j M p< 时， 


由 图 5.1(o) 易 得 下 述 结果 ， 


5B i 1 1 
2p eo n 


>f" Lasmnoen. 
当 n+ hf, In(n--1)— --oo. AmI p 级 数 发 散 . 
(2) 3»-1BM,B5.1(b) 易 得 下 列 结果 : 
xg da 
1 


C 
p-l  p-V' 
由 定理 D. , 便 知 此 时 p RRRA. 
定理 5.2( 比 较 判 别 法 ) 设 ee, 和 局 思 为 两 个 正 项 级 教 ， 
上 为 一 个 常数 , 且 es ecib. (n1, 2, =), WA: 
(D ak Sb. CO WARM Sa, d SEC 


=] 


(2) 着 级 数 Doa 发 散 ,那么 级 数 Xb. 也 一 定 发 散 . 
证 明 车 级 数 Šo 收敛 , 则 Sr o, 的 部 分 和 数列 {4} 必 有 
ER, 故 3a 一 定 收敛 ， 若 级 数 cra. 发 散 , 则 也 的 部 分 和 
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数列 {B} 必 无 上 界 , Meo, 一 定 发 散 。 卫 
例 7 考察 级 数 $sin 的 收敛 性， 


E EAT 
. 1 
SEA ed 
e do c 
E 
IUS n JEACKB, 应 有 
antl. L 
n 2 n 


由 例 6 知 调和 级 数 SOL 是 发 散 的 所 以 级 数 Sis 二 也 是 发 
散 的 . 
定理 5.3( 柯 西 判别 法 ) 设 Èun H- ERAR, H 


lim wu, =L, (5.9) 


ni 
(D 34 C18, 208. D us 收敛 ; 
OIEDSL ET Pid 
证 明 因为 lim Yi 一 1， 因 而 对 某 一 给 定 的 正 数 8, Hnt 
分 大 时 ,总 可 使 得 下 列 不 等 式 成 立 : 
leKin KIHE, 
O KKI RNATRI— A 6-0, 468. 
0<l+e<i, 
所 以 , 35 Je A X BERT CBE PLA AEST UST. : 
usc lte)”, (5.10) 
BP O«LEeccL, 由 例 3 可 知 几 何 级 数 $ Ghe)" 是 收敛 的 ， 于 
是 从 式 (5.10) 和 定理 5.2 就 可 推 知 ,此 时 级 数 Nu, DEAN. 


258 第 五 章 级 A 
(2) 当 1>1 时 ,我 们 总 可 取 到 一 个 。>>0, 使 得 
ti—#8>1, 
所 以 , 当 m 充 分 大 时 可 使 得 下 列 不 等 式 成 立 ， 
uz» a-e", (5.11) 
由 例 3 可 知 ， 此 时 几何 级 数 n (1-6) 是 发 散 的 。 由 式 全 .11) 和 和 
定理 6.2 就 可 推 知 ,此 时 级 数 Du 是 发 散 的 ， 】 
: = 1 i E 1y” 

例 8 考察 级 数 È mary 和 级 数 Xr) 的 

Vica. 


E ”这 两 个 级 数 都 是 正 项 级 数 ， 
(1) 25 n-»-- co 时 ， 


n 1 F 1 
Vy (nmt+ly mati) HUS 


- H 
由 定理 5.8, 便 知 级 数 Ys oss PRAN. 
(2 4 n>- HT, 


oe Gh 


"(eg enn 
TECER CET S (1--L-) eset. 
请 注意 , 在 定理 6.3 中 , 当 极限 7 恰 等 于 时, 相应 的 级 数 也 
可 能 是 收敛 的 , 也 可 能 是 发 散 的 . 例如 , 对 于 级 数 S Ln Y. 
都 可 得 到 im Ju, 一 的 结果 , 但 从 例 6 中 , 我 们 已 知 前 着 是 发 区 
的 级 数 , 而 后 者 则 是 收敛 的 级 数 . 
定理 5.4[ 达 朗 贝 尔 (D' Alembert) 判 别 法 ] 设 台山 是 一 


个 正 项 级 数 , H 
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则 有 : 
(D) 34 [1 时 , 正 项 级 数 us 收敛 


(23) 34 C» 1 IM, IE DUOC us 发 散 . 


证 明 因为 lim 各 二 l, 因而 对 于 某 一 给 定 的 正 数 s， 那 存 


在 一 个 正 整 数 和 ,使 得 当 m> 六 时 下 列 不 等 式 成 立 ; 
Demn Kite, 
(D 当 71<1 时 ,我 们 总 可 取 到 一 个 6270, 使 得 
O-ci-- aci, 
同时 也 存在 一 个 正 整 数 N EN n>N 时 ,下 列 不 等 式 总 成 立 ; 
Ui 他 十 E) Un. 
进一步 可 知 , 对 于 任意 的 正 整数 p, NUR 
Ux Ls 人 十 8) are i (F 8) Pur pra nU A+ e)*uy. 
s (8.18) 
由 于 O«cL- ceci, 所 以 几何 级 数 SS CH e)ur 一 定 是 收 化 的 从 


不 等 式 (5.18) 和 定理 5.2, 便 知 级 数 D wr+s 也 是 收敛 的 ， 最 后 由 
性 质 5 便 得 知 此 时 正 项 级 数 Siu 是 一 个 收敛 的 级 数 。 

(2) 当 1>1 时 ,我 们 总 可 找到 一 个 £270, 使 得 

i—e>1. 
同时 也 存在 一 个 正 整数 W, 使 得 当 "> MEL 
Un 人 一 8) Un. 

进一步 可 知 , 对 于 任意 的 正 整 数 p, 都 有 

urip (0 — 8) Upp (1— e) uy s az» 20 8) "uy, 

(5.14) 


dT Lol, 所 以 几何 级 数 S1 (0—6) mw 是 发 散 的 ， 由 不 等 式 


ap r R ee Fn NUN 
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(5.145 和 定理 5.2, 可 知 级 数 人 Sus 一 定 也 是 发 散 的 . 最 后 从 性 
Jf; o 便 得 知 比 时 正 项 级 数 3€ 是 一 个 发 散 的 级 数 ， ] 
m 
例 9 SRBE NIU 二 和 级 数 Zo pr OE 


HE, 
E xx» Agen 
aL 2" 2n—1 


2(m41)—1/ m-l l 2n4-1 
Mp 孔 二 一 于 是 发 散 的. 
(2 (2»—i)!tfü Qu) 11 的 定义 如 下 ，; 
(2n — 1) 1 1 (2n —1) (2n — 8) (2n —5) ---1; 
(2011 = (22) (Qn — 2) (2n — 4) ---2, 
34 mw 一 :| co 时 ， 
mw 十 1 1 


_ nD 1 2 1 
(n--1)r1 rd (2na— 1)  2m--1 2 < 


故 级 数 Xam ER. 

请 注意 ， 在 定理 5.4 中 当 极限 1 恰 等 于 工时 ， 相 应 的 级 数 可 

能 是 收敛 的 ,也 可 能 是 发 散 的 . 例如 , 对 于 级 数 $lgm xi. 

都 可 得 到 lim "e£. — 1 的 结果 ,但 前 者 是 一 个 发 散 的 级 数 ， 而 后 者 
是 一 ACRIOR. 

p 10 给 定 级 数 SD ts ob 

rH -]G2"] 

说 明 它 是 一 个 收敛 级 数 , 并且 求 出 此 级 数 之 和 . 


E (D (FI 称 为 菲 波 那 契 (Eibonaocoi) 数 列 ， 易 知 其 中 
Fo= Bi=1. 
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因为 19 1-45 分 别 为 二 次 方程 
z^-—oy—i-0 


的 两 个 根 。 于 是 
Beat Fs DES Ce 
A | 
-J C3) (6) 
-Q- G3] 
-2.( C52) Qe) 
Cy 0] 
-AS -G-. 


Ei Jb43 $1] 3E CIE SOC PL EE A: 
P= Fit Fa(n=2, B, .…). 


(2) du, RU 


+i 


" a uM B = i nKkKREyUS 
Wei 2 pom E ES [x5 Jj 
S 1+w5  1-4/ 5 /i—s/ Dow 
Nd 2 2 sys) 
o *GOE) 


因为 


262 . Buc 级 pu 


ke d 
; j I+ 5 
tim NN Lec ge Co UP «1 
故 rət Tn 4 Í 


A EU D DL AR SIAN E CA CU A. 
(B) &S,- 3, S= lims, Bub EAST Fu 
fs, 可 得 下 面 各 式 ， 


将 以 上 各 式 相 加 , 使 得 
B, — uctus i n-177 i Wi 十 E S, s. 
3$ noo 时 , 由 上 式 得 
8 —u,- uw - d. S-Lukl S, 


2 

Bp S —2u4-- Aus, 
BD Foi, Fisl, Mono ps us ls BUR BI Je OC 

为 


S-—2. 
定理 5.5( 柯 西 积分 判别 
法 ) d Nu) AGE UAR 
数 ， 且 相应 的 数列 {ww} 是 单调 
ER. ij (z>0) 是 一 
AARRE E E W E 
图 52 X, HJO —un1, 2, ---), 


—————————— and 


Bi 2x 项 Go 298 


那么 , 级 数 Shu, 收 做 的 充 要 条 件 为 数列 CA m [15 (z)dr) 具 有 有 有 
限 的 极限 . 
证 明 令 
Fœ) -| FG)de., 
因为 f(z) PRW, iA nesin 44 时 ,有 
wf f (2) 2f (aH) taa, 

进一步 可 得 (参看 图 3.3)， 

2-20 f (a)da — F(n4-1) — F(n) zu 
和 XwumF(41) - FO) Auc Ss, 


和 如果 单 滑 递 增 数列 {4 性 具有 有 限 极限 , 则 Dun 的 都 分 CS 
上 界 ， 所 以 此 时 正 项 级 数 rus kA. MRENA vs tk, 
RM A 

l Eo d 
例 SKAR ES LR S oss 的 收敛 性 
E 因为 
limf — da — lim [in In 2 — Tn In 2] =+, 

HAR’ RE LAX 


"EL ONE BTE a 1 1 1 
CEN ilm 
故 级 数 CT cg KA. 
3. 任意 项 级 数 
前 面 我 们 所 讨论 的 级 数 每 一 项 都 是 非 负 的 ， 实际 上 ,对 于 每 
项 都 是 非 正 的 级 数 , 只 要 每 项 都 乘 以 常数 一 1 就 可 得 到 一 个 正 项 
级 数 ， 根据 性 质 1， 恒 知 这 个 正 项 级 数 的 收敛 性 与 原 级 数 的 收 鳃 
性 是 一 致 的 , 对 于 只 含有 有 限 项 为 负 的 级 数 ,根据 性 质 所 也 可 以 作 
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为 正 项 级 数 来 讨论 它 的 收敛 性 ， 现 在 我 们 要 对 同时 含有 无 限 项 为 
证 和 无 限 项 为 负 的 级 数 进 行 讨 论 ， 首 先 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 5.6 EAR Å |w| coi BOR 如 ww 一 定 也 收 全 

证 明 因为 级 数 X |w| 收敛 , 因而 根据 柯 西 收敛 原理 可 知 
对 于 任意 给 定 的 正 数 o, 都 存在 一 个 正 整数 入 ， 使 得 当 m>>N 时 ， 
对 一 切 正 整 数 p, 下 列 不 等 式 都 成 立 ， 

[ [uses] 二 [usa 十 … 十 ss 人 一 se。 

又 因为 

(tng ad susc ep] SÍ [Una] E [Una] + 二 [omrs ||, 


AEH n>N 时 ,对 一 切 正 整 数 p, 下 列 不 等 式 总 成 立 
[tinpi Hinga t e H ngo) «8, 


TDI T DELL PET ME 
定义 5.2 设 级 数 Su, 收敛, 则 当 D lul dulce, Bed 


数 局 ww 是 绝对 收效 的 , 否则 称 级 数 us He de Hoc act 

Mi 考察 级 数 $577 的 收 敏 性 ， 其 中 ”为 任 一 实数 ， 
p 为 一 个 大 于 1 的 实数 . 

E ”因为 

Ene 
BA 6 可知, H p> pA DEA. RRE IT LG 
@> 卫 也 是 收敛 的 、 故 由 定 
a 


gin «c 
n? 


较 判别 法 便 知 , 正 项 级 教习 
理 5.6 便 知 级 数 252775. (p> J&— Hosp cl 

下 面 我 们 考察 一 种 特 跌 类 型 的 任意 项 级 数 ， 如 果 一 个 级 数 的 
各 项 的 正 负 恰 好 相间 ,就 称 它 为 一 个 交错 级 教 。 交错 级 数 的 一 般 
形式 如 下 ， 


51 A 项 级 Ax 245 


$17. (0470), (5.15) 


n=l 


EMOTE Et (Leibnim] dw«w, H limu, = 
0, MRA SI CL Dn, Qno 0) BA, B N Z R A 
S, Ri S«», H. 
l8 - S, ] «wu. (5.16) 
证 明 因为 此 交错 级 数 前 2e 项 之 部 分 各 8% 可 写成 下 列 形 
式 : 
Kan = (t4 — ug) + (us — 4) + e os tm MS), 
由 假设 条 件 可 知 , ATAS PAREEN. 因此 这 种 部 分 和 
所 组 成 的 数列 {S53} 是 单调 递增 的 ， 而 Su 又 可 写成 - 
Sa, t4 — (ua — ta) — Qu, — s) — +1- — Clana — Mas 3) 一 Wan， 
WX Enu. AERA {Ss,} 是 一 个 单调 递增 且 有 上 界 的 数列 ， 所 
PLACA US S AR TRES S 存在 , 即 


lim S5, — S «4, 


no 


X Bongi = Ss, 十 wantd， 
npo 


T E ua e A 
—-S--0-8, 
因此 交错 级 数 S (一 Da 的 部 分 和 数列 {S} 是 一 个 以 8 为 极 
限 的 数列 ， 即 此 交错 级 数 Y (一 J" ORG BEER Sus, 
现 从 $1 CC D'7 s 中 删除 前 ”项 ， 当 m 为 偶数 时 , 所 得 级 数 
即 为 È (一 .Dasa， 显 然 它 也 是 一 个 满足 定理 条 件 的 交错 级 


数 , 其 和 为 &-S， 而 且 其 和 不 应 超过 它 的 首 项 srT， 即 S, 
Wntl，， 故 这 时 式 (5.16) 成 立 ， 当 ww 为 奇数 时 ， 所 得 级 数 即 为 


-( 袜 (De ， 而 括号 内 级 数 满足 定理 条 件 ， 故 同样 可 知 ， 
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HERBI n 项 后 所 得 级 数 之 和 为 3 一 Bs, HS, Suus, BOXES 
5.16) 也 成 并 ， ] 


例 18 ”考察 交错 级 数 $C D (20) 的 收敛 性 ， 


解 当 9>1 时, 由 例 6 和 定理 5.6， 便 知 此 时 级 数 是 绝对 收 
KAJ. Ni eell 时, 由 例 6 和 定理 5.7, 便秘 此 时 级 数 是 条 件 收 全 
的 ， 


最 后 ， 我 们 讨论 两 个 级 数 的 乘法 运算 ， 给 定 两 个 级 数 D a 
和 È 如 后 , 可 作 一 个 级 数 S ou 其 一 般 项 o 的 定义 如 下 : 


C, = 04D, 十 Gab, ate “十 Cep1， (5.17) 
Ul az 3 a; 

bi [or aD azb ad 

ba ada K 0353 7 ab 7 

bs abs ada 


称 级 数 Do 为 级 数 Da 与 习 也 的 林 西 来 积 ， 为 了 便于 记忆 ， 


柯 西 乘积 的 一 般 项 可 通过 上 面 所 排列 的 表 的 “对 角 线 来 获得 ， 对 
于 两 个 都 是 绝对 收敛 的 级 数 的 柯 西 乘积 有 下 面 的 定理 ， 但 我 们 略 
È ERER, 


EEDS 设 级 数 Da 和 Do, BEANA, ENIRI 
”分 别 为 与 5, 则 它们 的 柯 西 乘积 Do, 也 是 绝对 收敛 的 ， 它 的 和 
A ab. i 
O 例 14 给 定 级 数 Xs 《|g| < 有 D， 说 明 它 是 一 个 收敛 级 
数 , 并 求 它 的 和 ， 

M EPIS 可 知 几何 级 数 Dg (a 0 是 绝对 收敛 的 ， 


-一 .- -一 一 一 一 一 一 一 -< 一-- 一 -一 一 - e 
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BAUR S-i APRILA SUE B BRAARR $e. 
HER (5. 7), TA 


n—5.1 


6,7» g" 7g? e E g" Ig! E b gg" nq, 
换 名 话说, 级 数 Erg 就 是 几何 级 数 ct 与 它 自 己 的 柯 
西 乘积 ， 根 据 定理 5.8 便 知 , 级 数 Dn RAAN, AR 
和 一 S81, m | 


` n—1 1 


b 一 一 -一 一 了 7 5.18 
am (--g)** ( ) 


$2 € 级 数 


1. iSi 
前 面 我 们 所 讨论 的 级 数 都 是 数 项 级 数 ， 这 种 级 数 的 每 一 项 都 
是 一 个 数 ， 微 积分 研究 的 主要 对 象 是 函数 , 那么, 函数 与 级 数 又 有 
什么 联系 呢 》 MRR Sa) 在 点 mo 的 某 个 3 邻 域内 具有 n+1 
阶 导数 , 则 根据 泰勒 公式 , 在 此 0 邻 域内 (ay) 可 写成 下 列 形式 
f) = J (0) +f’ (20) (æ — 9) +-or f" (29) (0—20)? 


1 


EORR T J> ixa) (x £o)” E Rò, (5.19) 
qu! 
其 中 余 项 R.G dn RUE BE ES. 就 是 
; 1 -—— " T" 
| -一 f'T"ezc D "Tl 9 
ey 9 (eme), (oes) 


点 二 在 ro.z 之 间 ， 进一步, 如 果 范 数 f G0 在 点 vo 的 某 5 领域 内 
具有 任何 阶 导数 , ARIRE JESUS RI R) 的 极限 为 零 , B 
lim R, c) = 0, (5.21) 
则 在 此 8 邻 域内 ,函数 .74z) 就 可 写成 一 个 无 穷 级 数 : 
fr =f leo fF (wo) (x- wo ac" (a9) (a — 29? 


a " — —————— Fy ve m Een m n + € A— "E 
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二 二 fm 人 (oo (9 2) c, (6.22) 
不 过 这 个 级 数 的 每 一 项 都 是 一 个 2 的 函数 ， 我 们 把 具有 下 列 形式 
的 无 穷 级 数 称 为 关于 = 一 oo HPR: 
Co 一 Cd 各 一 zo) — Balt — vg) ^- -- d- a, (m — xo)" 4- ^, 
| (5.28) 
其 中 a, (070, 1, 2, -O 都 是 常数 ， 对 于 这 种 级 数 ,我 们 首先 关心 
的 问题 是 变量 o 取 哪 些 值 时 , 纵 定 的 级 数 收 敏 . 显然 当 “一 时 级 
数 是 收 化 的 ， 为 了 方便 起 见 , 令 y~=¢ 一 wo, 于 是 级 数 (5.23) 就 成 为 
总 a 的 形式 ， 故 下 面 就 讨论 形 如 
ey T d42 d ast? 十 十 Gn 二 (5.24) 
HEARRRKAEM. KERHRRKAENR, 
定理 5.9 - 阿 贝尔 (AbeD] (1 PRAK Saa 在 一 ma 
(00) 处 收敛， 则 对 于 满足 不 等 式 jz|<< [no] 的 任 一 个 2， 级 数 
Aran 都 是 绝对 收敛 的 . 
(D ERRA Slam 在 < 一 wo 处 发 散 , 则 对 于 满足 不 等 式 
lz|>|zoi 的 任 一 x 级 数 aan 都 是 发 散 的 . 
证 明 (D BRRR, Daa 是 一 个 收 俩 的 数 项 级 数 ， 
故 


lim $,25— O0. 


所 以 存在 一 个 正 数 一 ， 使 得 下 列 不 等 式 对 于 n-—0, 1, 2, = 都 成 


m 


Ma 
|ar| < M. 


当 帮 为 满足 不 等 式 el< [oo] 的 任 -一 值 时 ,| < eja, 故 几 何 级 
数 à |Z 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ， xa 


n0 


|a, | = | asm" ， 


| «MS. 
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故 根据 正 项 级 数 的 比较 制 别 法 便 知 , 正 项 级 数 È aan] 也 是 收 
全 的 ， 由 此 推出 , 对 于 满足 条 件 Le < |e] BHE— o 值 , 数 项 级 数 
Dor 都 是 绝对 收敛 的 . 

(2) Rire, BIENES IHR e WER le> al ,但 
相应 的 数 项 级 数 六 moi 是 收敛 的 。 则 根据 CD, FAR aso" 
WE mm ms 处 收敛 ， 这 与 假设 条 件 矛 盾 、 故 对 于 满足 条 件 |x|> 
[zo| 的 任 一 2 fi, 数 项 级 数 Saut 都 是 发 散 的 ， 了 

从 这 个 定理 便 可 推 知 ， 知 级 数 Š war 的 收 合 范围 只 可 能 有 


下 列 三 种 情况 : 

(1) 仅 在 *~ 0 Alia 

(2) 在 (一 co， 十 co) 内 是 绝对 收敛 的 ; | 

(8) 存在 一 个 正 数 R, KERRE R, R) 内 是 绝对 收 全 
的 ,而 当 e] 2 P IN ERROR Tz MO. 

为 了 统一 起 见 ,以 =0 和 Ro -co 分 别 表示 情况 (DD 和 (2). 
这 个 至 就 称 为 蹇 级 数 Sat 的 收效 半径 .请 注意 , 在 情况 (3) 中 ， 
4 a= Rs 一 再 时, 笑 级 数 是 发 散 还 是 收敛 , 我们 并 不 能 肯定 ， 
要 对 具体 问题 再 分 别 先行 分析 讨论 ， 下 而 的 定理 将 给 出 求 等级 数 
收敛 半径 尼 的 一 种 方法 . 

定理 5.10 HREAN D aa 的 系数 w 具有 下 列 极限 


Seri 
Gn 


lim 


f 


=}, 


则 它 的 收敛 半径 为 
tes, M 1—0, ; 
z- 0 ， 当 :一 十 coi (5.28) 
T> 3 0-140, . 


UP 一 一 一 一 
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证 明 对 于 某 - 一 个 2 但 ， 应 用 达 归 贝尔 判别 法 于 正 项 级 数 
S last, 6 


z^ : A : 
| lim - ipm aL fim Se .iz| 21a. 
n-»4 (Gui | no ty 


Bos Te | < 工时 ,级 数 Dae 收敛 ; L|, > 工时 级 数 S mo 发 
数 ， 由 此 便 得 式 (5.25)、 ] | 
例 1 OERORSUK $1 e 的 收敛 范围， 
MO Hato Rf, 
Ec Sat | » m—-1l 
|7 ^3 
———n——— —— 
M |z|> 工 时 此 震级 数 是 发 散 的 。 当 “= 工时 , 相应 的 数 项 级 数 就 
是 一 个 调和 级 数 , 所 以 是 发 散 的 ， 当 n -1 时 , 相应 的 数 项 级 数 
就 是 本 章 81 例 18 中 c 1 时 前 交错 级 数 , 而 此 时 宕 级 数 是 条 件 收 


人 的 ， 这 样 就 得 知 守 级 数 $ -二 的 收敛 范围 为 [1 1), 


— 1, 


n 


8,2 Ra eas 的 收敛 区 间 ， 
解 LRRTEREF yo HERR, none k, 
arna gem] sil alise sg jar 
mn 和 ra ~ | 
Mots 3 1o), Bl] 277 RRA: 当 jel 2 7 Dp 级 数 
PI METERS 
DI EE (n—- 4- oc), 

故此 时 级 数 发 散 ， 同 样 当 4= —27 时 级 数 也 发 散 , 放 此 级 数 的 收 
敏 区 间 为 (一 人 六 2。 

FAY aa" 对 于 它 收 敛 范围 内 的 每 一 个 值 都 对 应 于 - 
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个 实数 f Gh. f G0 就 是 宙 应 的 收 笋 的 数 项 级 数 Sra 的 和 ， 因 
此 在 收敛 范围 内 ， 宕 级 数 Eaa 定义 了 一 个 函数 了 (zx) ， 记 为 


* aa" — f(x). (5.26! 
nz 


在 上 一 节 中 ， 我 们 曾 讨 论 过 数 项 级 数 之 疗 的 圳 如 以 及 柯 西 乘 
积 等 代数 运算 、 对 于 每 级 数 也 可 有 相应 的 代数 运算 ， 现 设 等 级 数 
Saa f(), Eat gla) 

的 收敛 半径 分 别 为 5 和 有 令 
 —min (e, 8j. 
由 本 章 1 中 性 质 2 可 知 ,在 (一 ?, 人 内 应 有 


"at 二 2 bu 一 2 (a, tbo o f) gx). 
n= n= a= 


(5.27) 
请 由 定理 5.8 可 知 , 在 ( v, 站 内 应 有 
(S ac") (x bat) = Xee c radi. (6.28) 
其 中 ， 
€, = agb, + d45, 4 7 5 E Anbo. (5.99) 
2. 泰勒 级 数 


在 本 节 开 始 时 我 们 已 说 明 ， 若 函数 了 (2) 在 zo 的 基 个 5 283€ 
内 具有 任意 阶 导数 , 且 式 (5.21) 成 立 , WAR S) 在 此 6 邻 域内 
就 可 写成 级 数 (5.,22;, REK SE) E ea 处 的 素 勒 级 数 . 特别 
当 go — 0 时 .级 数 (5.223) 束 成 为 

7 四 = f (0 4 KOLE f" Qa e cl O 
(5.30) 

Srt sd FO 8 5 x x (Maelaurin) fà K&. 

63. RRRA Sæ e Hd. 

m »5u 


f Qe -e€ (1,2, - >, 
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故 f(0 =1, f?(0) =i (一 二 2，…)， 
TÉ e* dg x—0 处 的 泰勒 展开 式 为 

1 


g= |+- E g?4- ep B, XC)R 


HA (5.20), 可 知 余 项 E. (o) 的 形式 如 下 : 


R, (s) = eim 


1 
(n-- 0) f s 
Jp £289 0,2 之 间 的 实数 ， 当 n co 时 ,对 于 任何 实数 2 都 有 


EAC) |= e” 


MESS 
AHEM 5.10, H DIA RESRE disp HH RCR REX R- 


to. HAR SE) —e* 的 马克 劳 林 级 数 为 : 


e-iteedoa cebat ee (— ee «z« t eo), 


(5.31) 
H4 ARAA f (2) = sin x 的 马克 劳 林 级 数 . 
M xu 


j (e) 一 Sm (a+) (n=1, 2, e), 


&k f(0)—0, f" (0) =0, f (9) = (-D*(n-1, 2, +), 
于 是 smz 在 “一 0 AE BERI ESICON 


1 Is l .'/ ng 
gin z= i 34- bi YOU E sin( Eat R, (a) 
(el, 2, e), 
其 中 
T 工 inf £ 4 at (n= Es 
Ha) = cm sin(£4- "2 Je 1 (nmi, 2, +), 


£0,zccpHgsAdm, noto 时 , 对 于 任何 实数 o 都 有 
IR | sin(£ 4 Wwe 


1 
MUTET 


————^AA—^—»——»—^RWR———— 
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全 | ?1 


EDI 
应 用 定理 5.10， 可 以 算得 拔 级 数 DC D tnu se" 的 收 
SORTS E= | ce. SEE S e) -—sne 马克 劳 林 级 数 为 : 
sina — -5 sah 一 e CD gti... 
(— eo «iu 4-00), (5.92) 
例 5 RRES) 一 了 上 的 马克 劳 林 级 数 . 
M à 
fe =n -2) (1, 2, 9), 
故 f =1, 二 mo(o) =1 (nal d ny 


TE 41. 4 a0 I IU EA EET Au 
1 

1—% 

应 用 定理 5.10， T E Eor 的 收 化 半 和 从 只 1， 由 式 

(5.20) JA RH f (0 一 和 二 在 2 一 0 外 的 泰勒 展开 式 的 拉 格 朗 


日 余 项 的 形式 如 下 : 

TO than, 
Hp EKO 之 间 的 实数 .对 寺 《 一 4, 中 内 的 任 一 2z 值 ，1 -85> 
1，|z| 过 t， 记 以 当 %w-> 二 oo 时 ,有 


—1i-—z-zx*ebx"4 Haw) =l, 2, e), 


pAr T 
|R (2) | = (l) "q-E -> Ü, 
我 们 知道 , MER SE) 在 v vo 处 的 泰勒 展开 式 的 柯 西 余 项 的 
EAMT: 
|, (2) | -fe FO (x 0)) (2 - 29)" (1-0)", 


(0-281) (5.33) 
RESO) = 1 de am 0 处 泰勒 展开 式 的 柯 西 余 项 为 : 


m 第 五 章 A 数 
R,(2) = (1—52)- "gt" .0)* (0-01), 
对 于 [0, D Ki- ati, O-«1—6«1—60z, |a) <1 BEDS m— 
十 ce 时 ,有 


En Gs —e) v" riae iris) 30m 


大 fu- x 


lt qeeca"p-— (—1«-r—1). (5.84) 
3. WEZ B iE X 
Der E Tam iurc 1875 R, MEKE R, R) Pise 
级 数 > ELT ARA S a), B 
HOE Zar (—R«s« R) 
AFARS 的 微分 .积分 运算 , 可 以 证 明 如 下 的 结论 : 
定理 5.11 WEGE - 的 收敛 半径 为 已 de X I 
(—R, TOES JURE 
f iz) = 之 之 om ， 


z 为 区 间 ( 一 五 , 及 内 的 任 一 值 , 则 

(D 函数 f(z) 在 z 处 是 连续 的 ; 如 果 军 级 数 在 X= 或 + 一 
—R)sti Sx, Wu F(22 在 (一 五, RB) (sk L— R, R)) Exe. 

(3) | f(Ddt- 上 EÈ at jies 3 arai 


5 Gn RM grt t (5 " 85) 


tl 
(3) HC FO 在 z% 处 是 可 微 的 , 且 
fi [Rar] = p» (az = p na,2?71. (5.36) 
这 个 定理 实际 .上 是 下 节 定 理 的 特例 , 这 里 我 们 将 不 给 予 证 明 ， 
而 仅 举 若干 例题 来 说 明 它 的 应 用 . 
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例 PAN fi 如 果 能 够 展开 成 2 HRR, MERR 
然 就 是 f(z) 的 马克 劳 林 级 数 . 
E EJ) 能 够 展开 成 下 列 星 级 数 ， 
/2)— Eau, 
EKI ERAR, Hark C- R, B) 内 不 断 应 用 定理 5.11, 就 
可 分 别 得 到 
f(z) =ar 1 Pass + Sagz? + --- nao 1 es, 
f" (2) —2a4- 8-2agz4- --- (n —1)a m" 十 
fe) 91a, 4---- 
Fl 2-0 分 别 代 入 了 (8), FP), e, f? (0) 的 展开 式 , 便 得 
“=f (0), a mf), am P" 0), s, a LT f). 
H7 ick In (14-2) (— p 的 马克 劳 林 级 数 . 


MO ”由 式 (6.39) 可 得 函数 了 的 马克 劳 林 级 数 
1 i D 2, I9.L... —1»* "en E 
grat tt Ptt (P+ (ieii: 
(5.37) 
由 上 一 定理 可 知 , 当 — 1x1 时 ,有 
(«€ T x "a 了 
[We far- sat | i^ dt 
-f Pd | (= D'r di+ 
于 是 便 得 到 1n (12-2) f By ARR F: 
In (1-2) -a- late lo-laeeCntu gti... 
(-1«z« 1), (B.38) 


" Jo 1.4 sod 
例 8 SORARMEI-— IL RC Mex 


T. 


一 一 


-一 -一 一 一 一 一 一 一 
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解 由 (5.87) 可 得 函数 f(D = | 二 5 的 马克 劳 林 级 数 如 下 : 
:1—1-15-194-.-(—1YU..—,  (—1«ic1) 
AiE- ERTA, o4 —1-cslm 8 
ftam [n [ems [rna fct 
ee | Comedies 


于 是 便 得 函数 eretge 的 马克 劳 林 级 数 如 下 : 


ES E E E EAE A E E E S 
arcig r=% gtg? zotet i) mri 十 
(—-1«se«c1l)  . (5.39) 


注意 到 z=1 时 ， 上 述 级 数 是 一 个 交错 级 数 , 而 且 满 足 定理 5.7 的 
条 件 , 故此 交错 级 数 是 收敛 的 .根据 上 一 定理 的 结论 (1), 可 得 


Z =arotg1=1 -gti piet (Dit, 
(5 .40) 
p9 计算 下 列 定 积分 的 近似 值 (精确 到 小 数 点 后 四 位 ); 
-人 


MC e-” 的 原 函 数 不 能 用 初等 西数 表示 ， 故 现 采 用 把 它 展开 
为 客 级 数 再 进行 逐 项 积分 的 方法 求 它 的 近似 值 。 易 知 


1 1 Ca 
-&* 2 4 ul ssu — Bom sa 
e^ —1-z 十 本 T —8r Tel) 1 moe. 


(一 co<zZ< -Hoo)， 
应 用 定理 5.11, 可 得 
1 1 


1/2 1/2 
-g 2 4: 5 8 
[a 8 az= fi | i-z *3r z 31 aq 


pe CD 27e ae 


/ 1/3 1/3 1/2 
-f des s^ de. | zdz- 1. Í a? dg- 
n 0 21 Jo 3! Jo 
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1- i1 1 1M 1 TAF 
-5-3(5) twp) slz) ^7 

1 1 1 1 
-3|1- 2*8 B78 261-81 we] 
上 式 括 号 内 是 一 个 满足 定理 5.7 条 件 的 交错 级 数 . 由 式 全 .16) 可 
知 , 取 其 前 面 四 项 时 所 得 定 积分 的 近似 值 , 其 误差 绝对 信 


i 1 ~ 1 
[ipee 28.9.4! ~ 1 
故 得 
A rra direi pats 
veg t we zz 3.8 5 2302: 378p ) 
z:0. 5205. 


Bi 10 xp 4 AOI, 试 证 对 一 般 实数 0, 下 列 展 开 式 
[um 


(Lor 2)^ — lax 


m(x—1) 2, 
21 z^-T- 


4, 8(2—1) (a—2)- (a—n-1) agas 
m! 


(Im| <1). (5.41) 
证 明 ” 当 & 为 正 整 数 时 ， 上 述 展 开 式 的 右 端 只 有 有 限 项 为 非 
Z, 此 时 展开 式 实际 上 就 是 牛顿 二 项 式 定 理 ， 现 不 妨 设 < 不 是 正 
辖 数 , 先 考察 下 列 宕 级 数 的 收敛 性 ; 
5 sa 1) (a-2- (a—nr1), 


Lr n! 


应 用 定理 5.10,， 可 求 得 它 的 收 伍 半径 R—1, BIG iz1<1 时 此 
寡 级 数 绝对 收敛 , 记 其 和 为 S (2) , 即 
OR oaao e (lz| <1). 
应 用 定理 5.11, 可 得 下 列 微 分 方程 : 
S' (a) — x cre-nw T a (da|«1) 
-$ a(a— 1) («—2)--- (a — m-r 1) (a— m) " 


=0 mi 
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eS EAE aia 1) (wm 0) — m-- 1) QU 
x-u T 
ne Ü 1) -9 
< ata (a -2)--- (a — mE) ym 
R=] (m- 1; ! 


=a ix) we (m), 
再 根据 Stz) 的 定义 ,可知 58(0) 一 1， 然 后 用 分 离 变量 法 求解 下 列 
一 阶 线性 齐 次 方程 : 


| (a), 
80) = 
便 得 到 8 (2) —(1+e)®. 


这 样 就 证 明了 式 (5.41). 
例 11” RHEE Euler) AR er = cosy+isiny. 
解 ” 许 多 初等 函数 者 和 有 它 们 的 震级 数 展 天 式 ， 现 在 我 们 想 通 
过 展开 式 来 定义 ez， 其 中 * 为 复数 ， 我 们 希望 它 仍 能 保持 指数 函 
数 的 基本 性 质 . 
e » e^: E e? T 
先 考察 复数 级 数 D O 的 收 伍 问题 ， 其 中 复数 C, m atib, 
如 果 它 的 部 分 和 数列 {8,} 以 某 一 复数 O 为 极限 , 即 对 于 任 一 正 实 
数 e, 都 存在 一 个 正 整 数 N, i n>N 时 ,不 等 式 
[9 一 人 一 8 


HRX, MEAK DO, kZ FRATO. MF 
S= TO È (atib = E ati D b= AtB, 
k=i k=i kwl kal 
其 中 
A, m * a, B, = 5 bus 
k-1 k=l 


Sa- 0| z | (Ant $B,) D CA 3- 4B) | 
= /CA,— A)? -- (B, — BP, 


m um 


-~ Mie 
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所 以 复数 级 数 È 0, 收 但 于 0O=4+iB 就 等 价 于 实数 级 数 3 a 
AL D b, IKA EE B, 
如 果 3 [Ojea REA h 
[a SIO], 18,|<10,, 
便 知 21a, 和 230. MA Ji 3 Cu 也 收敛 . 此 时 称 级 数 
马 C, 绝 对 收 纹 ， 同 样 ,对 于 两 个 绝对 收敛 的 复数 级 数 ,可 以 作 它 


们 的 柯 西 乘 积 , 还 可 以 证 胃 类 似 于 定理 5.8 的 结果 . 
我 们 知道 , 当 o 为 实数 时 ， 


e -—l4r tapete de LE (—-eo«z«-oo), 
现 把 它 推广 到 复数 情况 ， 当 e 为 复数 时 ， 考察 复数 级 数 


P : the 
z! 3! ni 


因为 对 于 任何 复数 z, bios 
了 十 | ^x [2]? [2 | 十 d [te 


都 是 收敛 的 。 因 而 对 于 任何 复数 %, 复数 级 数 都 是 绝对 
收敛 的 。 我 们 把 它 的 和 定义 为 2, 即 


1 2 i LI 1 LII J 
aj + + pzpet A (5.42) 


BAR Š oig Silos 3l a i WR 
P, Jb a M WERA EURAN. RUREETRURBUS REL, 
ii 


LEE": gr 


, SY o^ 
w= DV a AT 


= 1 S TET vat A x* 


la 要 Sia 的 柯 西 乘积 为 xl Ga 2)", 


HE 
E 
FH 
zr 
M 


727248: EA VAI NIE e a igi EE 01 A AAA e teram re 
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于 是 根据 现 有 定义 , 下 列 关 系 式 应 成 立 : 
一 (5.43) 


Mi a 
e id Qu) t x GD) + Br Gt cL ye 


1 
-j-i y dou CT P 
1 8 t - n 1 2n+1 LE 
tély- i | 
从 式 司 .32) 得 知 ， 
ingcy— Gp gp ee CD cg pymes 


(— oo «z« --co). 
因为 (sn y)' — cosy, 应 用 定理 5.11 就 得 到 cos y HRF A: 


EE TE E E T OEE SE p EE EER 
cos y —1 a S tup9 4. (—1) Gur 十 


(— oo «mv 4- co), 


这 样 就 得 到 著名 的 欧 拉 公式 : 
o” — cos gj -- à sin y. (5.44) 
由 此 还 可 推出 下 列 结果 ; 
C08 y = eg -2 一 : (5.45) 
an y= 9 87. (6.46) 
最 后 我 们 指出 , WRR =+ iy, 按 指数 运算 法 则 ,应 有 
& — e*?** =g (cosy àim y). (5.47) 
在 这 一 池 的 最 后 , 我 们 将 常用 的 级 数 展开 式 集中 列 在 下 面 , 以 
便 读 者 查阅 : 
n —1-4zext4«eebx"- / Gel <i, 
lni +e) EE E d quar (--1) Lob. aiid 
2 3 4 n+L 


CA rmv y 9 


$3 Gu t d 581 


2m 1 2 了 3 ] p E N i 
g 14 T Fa” 十 ET! qi eed il Hi Fee ( — o0 2w- t co); 

gin RUND RUN TEE NIU E 

81 5! (2n 4-1)! 
(—ecocm« co); 
1 1 : I 
二 25 L.. 
cos c gp 4 pm FC) Qui" 十 


(一 co<% 忆 十 oo)i 


1 
2»-4-1 


2p 
rd tl Je 


1 oÍ; 
arc te a pede (—1) 
Co | «15s 


(1-- js 1bas 0n D ghe 


` a (a — 1) (a = 2) -(an1) amus 


an! 
(Jæ «1 A 
€—Á— tiet- x Toe 
nh 2" |. 
TTG OP Ao Ca D 
53 AJAMAA 
1. -Hk 
如 果 无 穷 级 数 
uale) Huala) Heee ur) des (5.48) 


中 每 一 项 wu 人 z) n=l, 2, .…) 都 是 定义 在 区 间 (&, 8) 上 的 函数 , 就 
称 级 数 (5.48) 为 在 区 间 Cas 维 上 的 一 个 函 教 项 级 数 ， 上 一 节 中 的 
军 级 数 就 是 一 类 函数 项 级 数 ( 它 的 每 一 项 都 是 定义 在 (一 2, too) 
LARDA). C4 s IX IRE Co, b) 内 某 一 数值 zo 时 ， 级 数 (5.48) 
就 是 一 个 数 项 级 数 

ua (at) + e (o) H HUn CZ) 十 "…. 
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如 果 这 个 级 数 收敛 ， 了 就 称 wo 为 画 数 项 级 数 恒 .48) 的 一 个 妆 敏 点 ， 
将 其 和 记 为 S(m). AENA A 5.4) 的 全 体 收 倒 点 所 组 成 的 集 
合 , 称 为 它 的 妆 效 区 域 ,把 它 记 为 o. 

我 们 把 项 数 项 级 数 (5.48)? 的 前 ”项 之 和 记 为 


S, (2) 一 Su. (e). (5.49) 


BA, S0) 是 在 区 间 (e, 办 上 有 定义 的 两 数 ， 函 数 项 级 数 全 .48) 
在 它 的 收敛 区 域 9 内 任 一 点 “处 都 有 一 个 和 数 
S(z) 一 2). (5.50) 


HEERA O k, 栈 数 项 级 数 (5.48) 就 定义 了 一 个 4 的 隐 数 
总 (2)， 称 它 为 丽 数 项 级 数 的 和 函数 ， 显然 :在 OQ. EFE o Rb SR 
应 有 lim S, (e) =8 (2). 


WA, EXT O ERRAR S Go). 的 性 质 与 这 些 us (x) (n —1, 
2,…) 的 性 质 之 间 有 何 联 系 呢 ”如 ， 当 函数 项 级 数 中 每 一 项 w(x) 
(n—1, 2, …) 都 是 Q 上 的 连续 也 数 时 , S (0 当然 也 是 8 上 的 连 
续 函 数 ， 而 SQ 是 厅 一 定 也 是 口上 的 一 个 还 续 函 数 呢 ? 这 是 关 
TUR RECS (2). PEE ZE TERES, 其 它 还 可 以 讨论 关于 OS mau 
性 和 定 积 分 存在 性 问题 .我 们 先 来 看 一 个 例子 . 

Dii 考 几 函数 项 级 数 

È nw- G a er 
其 中 一 1<x 二 1, 讨 论 在 它 收敛 区 域名 上 定义 的 和 函数 S(w) 的 连 
E. 

ME GS o—-l1xsl Hj, wx) m=, 2, …) 显然 都 是 连续 A 

数 .， 易 知 级 数 的 前 名 项 之 和 S (e) Jg 

S. (a) e 
它 也 是 (一 1, D EMxESEPML ABAH, S n—--oo 时 ， 在 
《--…1, D) o fE-— A o 处 ,序列 4S, (2) 的 极限 都 存在 ， 


$3 s m N Ub A 283 
1, 34$ — Ev, 
S(a)— lim S, (m) —40, X r6; 
cie 1, 4 O«ze«cl, 

由 此 可 见 ,对 这 个 函数 项 级 数 Sus Qe) 来 说 ， 虽 然 级 数 的 每 一 项 
ww 人 (z) 都 是 (一 1 芒 上 的 连续 函数 ,而 及 Dua) E D 的 每 
一 点 处 都 收敛 , 但 它 的 和 函数 SC) 在 < 一 0 处 是 不 连续 的 ， 也 就 
是 说 , 对 于 这 个 函数 项 级 数 ， 


co e 
lim È uz) & $i limone), 
«30 n=] Al I- 


那么 ,在 什么 条 件 下 ,函数 项 级 数 X u) 的 求 极限 运算 与 
无 穷 项 求 和 运算 的 运算 次 序 才能 交换 呢 ? 为 了 说 明和 这 个 条 件 ， 下 
机 引进 一 致 收敛 的 概念 ， 

定义 5.3 设 Xu.) AKM (a, 功 上 的 一 个 函数 项 级 数 ， 
Sæ) 为 (a, 丰 上 有 定义 的 函数 。 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 8, 都 
存在 一 个 仅 依赖 于 8 的 正 整数 ,使 得 当 w> 时 ,不 等 式 

[SC2) — S, (2)l «s (5.51) 
对 于 区 间 (w, DAHA a ffir, HIER È ula) 在 (a, b) 上 一 
Box P SQ. 

下 页 我 们 把 Žula) 在 (a, D) E — SCC CT SG) 以 及 
Eula) tE (a, D) Li UP SQ) 这 两 个 概念 作 一 比较 。 当 正 数 
s 给 定 后 ， 后 者 仅 疲 求 对 于 (4, 0) 中 任 一 “= 值 都 可 找到 一 个 相应 
的 正 整数 N, 使 得 当 m> 克 时， 不 等 式 二 .51) 成立 ， 此 时 N 的 先 
到 是 依赖 于 的 , 即 对 于 不 同 的 “= 值 ,选取 的 W 可 以 是 不 同 的 . 8 
而 前 者 则 要 求 对 于 给 定 的 正 数 s， 寻 找 一 个 统一 的 IN ERES ne 
N 时 ， 不 等 式 (5.51) 对 于 区 间 (g, d) PHA a NERY MN 的 
XORURIAKEAT. o, LABELE, 就 是 在 。 给 定 后 ,要 求 寻找 正 
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J SEM 


FEET 


Y= Safa) 
y= Sa) e 


图 5.3 图 54 


整数 NETS n>N Bt, HE (a, b) ER y B.) 位 于 上 曲线 y= 
Sæ) +e 5 y-S(z)-szW(HRKD.9). TO AX 49) 1 89 4g 35 El 
ED.D 以 看 出 这 种 入 是 不 存在 的 。 因而 相应 的 之 > us (x) 
RERIT S (2) (HJ JE — Si DICT S (a) 

例如 it d] pn c DE 

wo) = x 5mm 

i£ (— o0, -- co) bE- BUKAR. 

解 ” 因 为 对 于 任 一 2 和 值 , 都 有 

| sin az | 1 


8] I 


| R m7 


又 是 一 个 收敛 的 正 项 级 数 , 因而 对 于 任 一 2 值 来 说 , 数 项 


i44: 


一 Hip. 4 


级 数 on 


so- 5e 

TR, 
[S() -Sn $ nk |.- S» 1 
Pr "n i kzn 
Y 
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因此 ,对 于 给 定 的 正 数 a, 只 要 取 正 整数 Nl Sn N 时 ,不 等 
x 
[S (2) — S, (v) «e 


就 对 于 (一 吕 , co) 4— UI m für. Ar ELEC A T TE DC 
IR] (— oo, +e) P3 — SK SJ. 


下 面 我 们 先 给 出 函数 项 级 数 1 s C? EKM Ca, 5) 上 一 致 收 
伍 的 一 个 充分 条 件 , 然后 用 它 推导 宕 级 数 的 一 致 收 钼 性 . 

定理 5.12 [维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass)] 设 33 v. (0) 为 
KHa, 芒 上 的 函数 项 级 获 ，S;q 为 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ， 如 果 
BEPERK N, MIL nN if, RER 


lu LE) |a, 
对 (@, DA e 都 成 立 , 则 Dala) tla, 8) RA, 
证 明 XUI, D) Em n dH. HFN n>N B Lus) | <a, 
和 Sta, lr c KERONEN Ys (a) 绝对 收敛， 因为 正 项 级 数 
a 收敛 , 故 对 于 任意 绘 定 的 正 数 e, 都 存在 一 个 正 整数 Ni， 使 
4824 n Ns Mi, FRR V | 


Sa - Na am M ace 
k=l k=l k=n+1 
现今 Na= max {N, Ni). 
S8 aT Na Bj, BA dus (2) |a n Tn, FIRER (o, 分 内 一 切 z 


都 成 立 : 
* uy) È D no bi < 


北三 只 二 | 


r^ 


È wa> S heat) |> 3 as 
PETER k^nil 


于 是 便 得 , 当 n Ni 时 ,对 本 (6, 5) AH s, 都 有 


M ux (t) 一 p wn (LC) | = | Š ule) | <8, 
Ptol È un(a) Tla, b) E— ord. 

例 3 设 数 项 级 数 Sra, 是 绝对 收敛 的 ， 证 明 医 数 项 级 数 
33 a.cosna f£ (^00, 十 co) 上 是 一 致 收敛 的 . 


解 ” 因 为 对 于 任意 实数 2 和 任意 正 整 数 ww 下 列 不 等 式 总 成 


X. 


la,cosnz| x |a]. 
又 根据 假设 条 件 ， 正 项 级 数 D ja] 是 收敛 的 、 故 从 上 一 定理 便 
知 , S a,cosuzfg(— co, | co) 上 是 一 致 收敛 的 . 
定理 5.13 REAR Dar ICOCEROS ROC-O, BO 
«cR. Win X Dn, 71 上 是 -一 化 收 化 的 ， 又 车 级 数 
Dak Gk Y a.C 2 lic WEYL- r RT GRE- B, 


71) E— Sk Si 
证 明 ”我 们 上 只 给 呈 定 理 前 一 部 分 的 证 明 .， 由 定理 5.8 可 知 . 


数 项 级 数 2 aa^ 是 绝对 收敛 的 ， 又 当 |z| sr 时 , 不等式 
la,z^| s |a,r^l. 
YAE n 都 成 之 ， 由 定理 5.12 知 , BAR S ar 在 区 间 


[-v,r] .— 9X& 2X. J 
2. 一致 收 敛 的 级 数 的 性 质 


定理 6.14( 和 连续 性 ) 设 质数 项 级 数 M uso) EIER (a, D) E 


— Sul SUI EE TR S (22, Hula) (n—1, 2,…) 都 是 (a, b) El 
续 函 数 , 则 全 (>) 也 是 (4, 上 的 连续 随 数 . 


证 明 内 为 But) (o, D) k BA. PANTERA 
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定 的 正 数 e, 都 存在 一 个 正 整数 INS, ERN ”> NS 时 , 下 列 不 等 式 
对 于 (a, b) FI U1 o MURS 
[S (s) - &.(9 | < 三. 

取 久 为 一 个 大 于 Wi 的 正 整数 ， 设 zo 为 (a, b) VET a 
Fla) (nel, 2, ARRE (a, 旭 上 的 连续 现 数 ， 故 8w (e) 在 m 
处 是 连续 的 ， 因 而 对 于 上 述 正 数 s， 一 定 存在 正 数 5， 使 得 和 一 5 
利 zo 十 8 HETE (a, b) P, HE4 0< |e- ao] <ò 时， 下 列 不 等 式 成 
立 ; 

(Sr(a) -8x (e0) | <5. 
于 是 , 4 0< |v- go] <ò 时 ,有 
1S (2) -8 Co) | & [8 (2) ~ Sa) HSE) — Sy(wo) | 
+ [Ss (29) — S (20) | 
8 E E 
RE RE d 
这 说 明和 函数 S (2) 在 = 一 和 处 是 连续 的 ， 因 zo 为 (a, b) 内 任 -~ 
A HARS e) YE a, 5) 上 是 连续 的 ，】 


定理 5. 城 ( 逐 项 积分 ) H Due) 在 区 间 La, b) 上 一 笋 收 
A How) (ol, 2, D 在 [a, D] 上 都 是 连续 的 ,由 
Sw de) =f Bue de, 和 6. 到 


同时 函数 又 ( 的 史 在 [如 上 也 一 致 收敛 于 函数 


[s 00$ (aeo), 
证 明 令 
BD) = Enl) @=1, 2 =), 
k=l 
(2) = Sw(2). 


IJ u) (n—1, 2, -) 都 是 [a, 外 上 的 连续 函数 ， 而 且 函 数 项 


288 Syn EE 数 


级 数 Su Go 在 fo, E) Sol, AN 8.(2)(m 一 1, 2, …) 和 
S(z) 都 是 [a, 好 上 的 笑 续 函数 ， 由 于 us (2) 在 [a, D] 上 一 至 
KAT S G0 ,所 以 对 于 任 一 给 定 的 正 数 es， 都 存在 一 个 正 整数 W， 
BIRN uU 时 ,不 等 式 
IS a) - S. G2 | X LÀ 
对 于 [a, bVAA— Ulo Nul, NOS n>N HEUS 
I eene- B fame 


x f 8 (2) da- | gcoaa| 


<f IS (2) — S. (z) |dz < f pi de-s, 


由 此 可 知 , QO.5m dE. 将 上 式 中 2 换 成 积分 上 限 5 换 成 2 
(gw 所 人) 后 ,除了 最 后 一 个 等 号 应 改 成 P, 其余 的 关系 仍然 都 


成 立 ， 由 此 可 得 X (| (Ddt) 在 区 间 (e, 四 上 一 致 收 化 于 
f'cw.e»a, 1 | 

定理 5.16( 逐 项 微分 ) diu) @=1, 2, …) 在 [w b] Efi 
ire hu icu (o) 存在 ， 且 函数 项 级 数 rus) 在 [a, d) 上 是 
一 致 收敛 的 。 又 假设 栈 数 项 级 数 usn) 在 fw 0] LEAM, 
那么 ,函数 项 级 数 Dule) tla, 0) E15 Sobcólo B. 

(È la) = 3G). (5.53) 
证 明 ”对 于 函数 项 级 数 Due) 应 用 定理 5.15, 可 得 


WOCAP IAO 


= 2 Gu (E) — th (8) ). 
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由 很 设 条 件 ， 知 函数 项 级 数 Dul) 在 [a, 要 上 收敛 ， 故 进一步 
可 得 
[Èu die S uq) - 3s). 

HIJA KETAR Žun) 在 [4, 5] EJE— nic At 
的 ， 邓 上 式 西端 关于 = 求 导 就 得 式 (5.58)， ] 

85.17 REAR Dar 的 收 全 半径 为 有 ， 则 下 列 两 个 
Jai POETS 139 R, 


02 (a di) = 2 War 5.54) 
(2) > (ant) = Šinar, (5.55) 


WES] 由 定理 5.13 可知 X FE rO), RR 
Su 在 闭 区 则 [一 JERKA, FÆ ME D.I 进 一 
Jie .Dxe (CR, JO Lk. MEEN D -M a fy 
KIERA R MEFA, BERI D-T ann Ml ob 
XR, RER, WORD GRKER BRANAR c0. n 
应 用 公式 5.53), EURER Daa E (R, R) 上 都 收 
Mo AIRAN Dar 的 收敛 半径 为 好 的 假设 条 件 洲 盾 。 如 
RMIED G.D) C-B, BR) 上 也 成 立 ， 则 与 上 述 论证 相 


同 ， 可 以 证 明 这 时 短 级 数 D naa 的 收敛 半径 也 一 定 等 于 
R, 

现 证 明 式 全 .553) 在 (- 好， 机 成 立 ， 易 知 ， 对 于 任 一 和 (0 
<BR) ANAR Dari 是 绝对 收 化 的 ， 故 ar3 0 (or> 十 co)， 
所 以 存在 -- 个 正 数 了 ,使得 对 于 n=, 1, 2，…， 下 列 不 等 起 都 成 


Ev 


X. 
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lari | «M, 
故 对 于 满足 条 件 |4| rn EE os HUS 
[naxi] m PME E20 «MES 
应 用 达 妆 贝尔 判别 法 ， 易 知 正 项 级 数 ce 7L 257 是 收敛 的 . 


十 是 由 上 式 可 推 知 数 项 级 数 Sont 是 绝对 收敛 的 所 以 知 级 
数 Smash fel B, 如 上 收敛 ， 由 定理 5.13 可知， 对 于 任 一 
r (0<r<R), FAR S naui 在 闭 区 间 [ r, 门 上 一 致 收敛 
再 由 定理 5.10 便 可 推 得 式 (5.55) 在 (一 如 B) Lar, J 

从 定理 5.13 和 定理 5.14 就 可 推 得 上 节 定 更 5.11 的 结论 
的 .从 上 述 几 个 定理 同样 还 可 推 得 定理 5.11 的 结论 (2) 和 (3). 


$4 傅 利 叶 级 数 


i、 三 角 函 数 系 的 正 交 性 

在 虫子 工程 中 往往 沉 要 把 一 些 周期 性 的 信号 输入 某 一 系统 进 
ROME. 为 了 分 析 这 种 周期 性 的 信号 进入 系统 内 的 情况 , 需要 将 
这 些 周期 性 的 信和 号 看 成 是 由 一 些 最 简单 的 周期 性 的 信和 号 一 一 即 正 
纺 波 -一 亚 加 而 成 的 ， 也 就 是 要 把 一 个 周期 为 工 的 闪 期 画 数 
OE 表 示 成 下 列 形 式 : 


f) — At 9 AL sin (not - 9), (5.56) 
其 中 ARATO 的 直流 分 量 ， 
o (5.57) 


HAJO KAAF, Ain (not--p,) PASO) B) a mi Ani 
WS n BUBRUERU AC, no 称 为 n 阶 谱 波 的 角 频 让 ，p, Hos n i 
波 的 初 相位 。， 利 用 和 和 角 公 式 , 可 有 


Ag, Sin {noti Pa) = As (Sn nod cos pnt cos nct iim p, ) 
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= dq, COS NÈH b, Sin cof, 


其 中 ， ,= Ap SiN Pu, bn = An COS On, 
如 时 把 Ao E ji, A WR (6.56) 可 改写 成 下 列 形 式 : 


JO- -2 (a, cos unt b, gin cob) . (5.58) 
换 色 话说 ， 要 把 周 期 为 了 的 局 期 责 数 了 人 展开 成 关于 coswwt， 
snncoot (n=1, 2, -O PJR. 

把 周期 函数 了 (2) 展开 成 式 个 .58) 形 式 的 级 数 , 主要 是 殉 定 系 
Way Gn, On (n= 二 4,，2,…)， 因 为 sm0wt=0, cos0wt=1， 因 此 


A 也 可 看 成 是 cos 0ot 前 的 系数 ， 为 此 , RU ZO BREHE — RUNE 
系 : 


1, cose, sin wt, cos 2ot, gin 2wot, +e, 


COS neok, sin mwt, -- (5.59) 
KERE HX o 27 M 
T3 1 . 17/2 
| l«cosmotdi-— sinnet | 一 0 (5.60) 
-7/2 ne -7/2 
同样 可 得 si 
| Lesin cof 0, (5.61) 
-T/2 
利用 三 角 函 数 积 化 和 和善 的 公式 , 可 得 
T;2 f wa 1 ls 
| 008 «cot gin net di — | 5 [gin (n-m) wt 
-T72 F2 
-F sin (n — ) oí]di — 0, (5.62) 
RHE, 24 mAn BI, 


T/9 

| COB mot COS "t di — 0, (5.68) 
que 
na^. 

| Sina» sin wot di —0, (5.64) 
-T/23 


应 用 倍 角 公式 ,可 得 
| cos? nct di = 2 (5.65) 


CO 一 一 一 
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(5.66) 
最 后 还 有 
Taa =n, (6.67) 


3X (8.60) — (b.67) id: 35 29 — ft AAR (D 59) ÉE RH, 
2， 殉 泣 -人 备 利 叶 公 式 


设 周 期 为 卫 的 周期 函数 (在 | -号 ， 吉 ] 上 可 以 展开 成 级 
B (5.08), 那么 其 中 的 系数 如 何 确 宅 呢 8 现 假设 级 数 -58) 是 可 
以 逐 项 积分 的 (例如 , 当 级 数 在 | — T, Z] setius, iar 
进行 逐 项 积分 就 可 以 得 到 

1 Ff aas -[. x dét- hà (a, Is cos neot dé 

+o, | sin notdi), 
由 式 (6.60) 和 (3.61), 得 
| HOL xS T, 


即 
do 2 |. JO dt, (5.68) 


如 果 再 假设 级 数 避 .58) 的 每 一 项 都 习 cos JY cot 或 sin IN ot 后 
仍 是 可 以 逐 项 积分 的 , 就 有 


P FOs Notat= Se [^^ oosNota 
Jar ed MAS iid 
9n Tj2 
十 之 (a, | cos N c cog sot di 
nml -7'72 
T/2 
T 5, | "m N wt sin not dt), 


Br (5.62), (6.68) 8 (5.65), 便 得 


T/2 "A ay 
| f) cos Noida BT, 
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Ep 


ay = E I sf (Dcos Notdt (N=0, 1, 2, =), (5.69) 


请 注意 , 当 UV -—0 " EAH W 5.68). BIPER ELATI 


2 s - 
eif fsin Not (N—1,2,--), (5.70) 


4S5 (5.69) 81/5, 700 ER 2g Bk Ht Ajet (Xxuler-Fourier) 2- X. 
这 样 确定 的 系数 as 和 Ds RO (D HEURE E Re, 由 这 些 系数 
确定 的 级 数 = a 20 ï (a, 608 neti- b, si meot) BRA SO 的 传 利 叶 
A E. 

3. Bop 

MORR Ei Hr PESIIESSCRCRERET. SO I RID] 
级 数 。 我 们 肯 然 要 间 这 个 级 数 前 收 伍 性 如 何在 收敛 的 地 方 它 的 
和 数 是 否 就 是 相应 的 函 歼 值 /B)。 下 商 的 定理 将 回答 这 个 问题 
但 我 们 略 去 它 的 证 胡 . 

定理 5.18! 狄 利克 雷 (Dirichlet)] 设 辕 期 为 了 的 周期 函数 
7 的 在 |- 于 ， 到 | 下 分 眉 单 调 ( 即 可 把 区 间 | -- 竺 ， 委 | ern 
个 小 区 间 , 使 得 f(z) 在 每 个 小 区 闻 上 都 是 单调 的 )， 则 JOD fio 
利 时 级 数 在 (一 co， 十 co) 上 都 是 收 俩 的 ， 且 其 和 函数 的 值 当 上 为 
f) fe us JO pap £089) 3/050) 

T SE Bioleu un e 199 ic S CO. EFREN A 3 0 4 
WS BL XEJHSAUS BOSXCI CO, KOEI HUE TR A 
AR, JO 就 完全 给 定 了 ， 所 以 下 文中 我 们 只 给 出 周期 函数 了 (2 
在 个 周期 内 的 表达 式 

例 1 试 将 周期 为 的 周期 两 数 


=i, mE d i0, 
f ($) me ; 
SE 
1, OK< PE 


T e i a ss d ai d GU iH AUI. e e nen n e m i I s a a Ra Ree mto 
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JE jo, DR m S Ri, 
解 ” 按 欧 拟 - 傅 利 叶 公 式 和 a E ;可 得 


a= 5 f, 104-2 [., ( —1)di 4- ih di--0, 


2 [7 y vs Notd 
ENT n | 2,7 9 cos À cod ot 
2 | N ot) di-- 2 a Not dt 
=T. Ep C CS LY o ju COS LY cot ei 
-—Ü GN e, 2, e), 
7: on 
by. | FO) sin Noxtdi 
Ta 
9 [9 : 9 (T. 
=j | (— sin N ot) di 4-- f sin Not dt 
-T/2 T jo 
axes UE Nl ci os a DIRE U T 
T Nm T -x2 T Ny T jo 


1. ws (Na) — L leoa RN 


4 (bmi, 2, ^^»). 


0, — x N-2h 
-| 4 N-2:-1 


Gk- ljr’ 
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Ti? t 


E Esing Etc j singw t1 


3 Cin ott liinsut4- losinse] -$ [sin wip Lsinsot4- 1 sin Sot sin Tot] 
b 5 [3 2 E g Yi 


3 
(c) (a) 
图 5.6 


TERRE) fO) 的 铺 利 叶 级 数 如 下 : 


Aj. buds eid ci 
3 [sin ota 4 sin Bot 4 tu 


sin (gk — Dot 1 --- | 


-4$ "2 1) ewt. 
出 定理 5.18 可 知 ， 此 伟 利 叶 级 数 在 (一 oo, 十 co) LARI, 
有 在 周期 | -E $ A ERRANT: 
—1, —T/2-i«0 


i$ sin(2k—1)e4  ] 0, t=0, -$, ^ 
ff k=l, 2k —1 T 
i, OK<. 


n ———————— re ee ee re = area n pa a I ri e om o 
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这 个 级 数 说 明 , -AFTA 28 90] ER] TE 925 308 Wn DIESE, 项 数 
取得 越 多 ,近似 程度 就 越 好 { 见 图 5.6). 
4.' Zr (BB ERI 
d gO 为 (一 co, +o) 上 的 奇 函 数 ( 即 g(70 — ge), 
则 对 于 任 一 正 数 o, 都 有 
s g(f di — | g(b di -i | gtdt=0. (6.71) 
jx g 为 (一 吕 , +o) RH ERE CE 9(—2 — 902), WMF 
j^ gt dt--2 ['vcodt, (5.72) 
IPSE SURUE T AO EAR, I Scos N ot 是 奇 
函数 ,而 f(t) sin Not AUC s (5.695 3m (5.71) 可 知 , 此 
时 
axw=0 (N —0, L; 2, e), 
MERKO 的 侍 利 时 级 数 的 形式 为 


È b, sin nost, (b. 78) 
Hi5X; (5.72) 可知 其 系数 ba 可 写成 下 列 形式 ， 
bom I FCOsin motdi (n-1, 2, =). (5.74) 
Ü 


同样 ,如果 周 期 两 数 . 产 芒 是 一 个 个 国 数 ， 则 £O KER A 
数 的 形式 为 


T S a, cos nct, (5.75) 
n=ì 


其 系数 w 可 写成 下 列 形式 ， 
4 [T2 E 
4,— | f(Dcosaotdt (n—0,1,2,--), (5.76) 


例 工 中 周期 函数 00 REAA C 因此 它 的 侍 利 叶 级 数 上 其 有 
(6.78) 形 式 . 
812 试 求 周 期 为 了 的 周期 函数 


2 — ——— M 
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T . 
—ih xi 
js e 
| | t, Det "y 
KIA 3C C B 5.0. 

解 ED FO) iBA, 故 

by=0 (N =}, 2; e. 

ifj Ks (5.76) 可 得 : 

aj. foa -L[ idt- 7 = 


agf" Jin cos Notdt- d |. i ie idt 


T/2 AT T2 . 2Nm- idi 


TE. T an NT , ~ 一 一 一 sin 

2N mI T o ay P 
o 2T 2Ngw , |*^ 
— Nr 09 Um D lo =- z (cos Na — 1) 


0 EN eB 
-| (pel, 2, s). 


xs N-2k-1 
LANSO 是 一 个 连续 函数 ,所 以 由 定理 5.18, 便 有 


Me [one cot- cos Bot + -5r cos ott - |. 


例 3 设 函 数 了 (是 一 个 定义 在 区 间 [0, 了 T] 上 的 函数 ， 它 并 
不 是 一 个 阅 期 请 数 ,其 定义 如 下 : 


EE on e —-— 
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=i Ostr, 
fO -4À, vui —-T, (0<7< $) 
4 r), T—esicT. 
现 要 求 把 它 展 成 傅 利 叶 级 数 . 


解 我 们 可 以 采用 补充 定义 的 方法 把 函数 了 ( 开拓 成 为 一 
个 周期 为 工 的 偶 函 数 或 一 个 周期 为 2 全 的 奇 函 数 . 然后 求 此 周期 
函数 的 傅 利 叶 级 数 . 下 面 我 们 仅 就 把 它 开拓 成 周期 A T f89 48 18 


数 的 情况 (参看 图 5.8) 进行 展开 ， 仍 令 o 2, 这 时 应 有 有 
bx=0 s 9,99) 


Hj ao== szL JO d= : E 2 A dí 
2hr | AB (T 2o, 2hr 
T "qu z) BE 


T2 
ud "f (eos Notdt 


=F E: i cos N ci At ; 21 h cos IY coí dé 


MCN cos Not] |” 
0 
L 


十 sin Motl 


dh 
NoT 
——-(cosNovr—1) ((W-—1,2,--). 


2 


AT 
ONT pm 
SERO NOS TP] 上 连续 , Sae ie PCR] EUR 
MORE -À- 种 DEM (cos ZT — 1)eos 257.1 


n-l 名 2 E 


i 
Her 6 一 c0975-4gin2z, 我 们 可 以 得 到 


608 nwt = i (amet g inet) 
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; 1 asas 
gin rco 一 TS (amo —- 68 ipu n 
zh 


3X FE, ERUIT A RR e Er DE RE ES n T. 


ti, COS pt 5, sin nct 


mS e ( enet i gt E Eu (git ze g 59 
S m h einot 十 g g iot 
=i Coene to em), Q1, 2, =) 
其 中 ， Ca d, — ba, Cn nt GO, 
易 知 6, 和 o. E A. WRS 
Co = 4&9, 
Ta] £8 fl RRT 73 ju; P 20 RO XC. 
3 cot- E (cet 4- c. p mt -i bol ee *. (BTT) 


在 讨论 交流 电路 和 分 析 频 谱 时 ， Pe 
简化 运算 . 因为 
oma 人 f (dt, 


T/3 
€, = 0, — $5, = z | (cos net — $ sin net) f (2) dt 
-T/À 


2 (rm EN | 
-3]. e de (n=l, 2, =), 
T/9 
Cn = 0, - 9b, We | an (coa ncat d- à sin net) f (85 dt 


- [Oct Qoi, 2, =), 


T 
因此 三 者 可 以 JERAR: 
sl. jdm QAOe de (a=0, +1, 42, =) 
(6. T8) 
Ve pup 


lel d [e-n = Mab = EN (n=1, 2, e, 
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即 复数 Cn R C-n 的 模 就 是 ” 阶 谐 波 Asin rot 十 gw) 的 振幅 ,因此 
AR e, (no l, +2, =) W n BER UE CAE HS. 
mA GET OUS T RARA FO 展 成 复数 形式 的 


傅 利 时 级 数 ( 风 图 5.9); 


r/2 
m f Dat CT nr | Ads, 


mE d nar: [^ ho ge 
" T .T7'2 T T/2 


EET pma V? ME EE 
noT " -1/2 — nz ? 7 
2h . nar ， 

E c] — M m -一 —9 + 
— -万 (mo Ll, —2, …), 

因此 除了 函数 方太 的 问 断 点 外 ,都 有 
hv Á h 20 0T 1 ET 
fq» E Fa az 9m y 
n+ 


5.10 
$015 频谱 分 析 在 电子 工程 中 , 设计 周期 性 信号 放大 只 时 ， 
必须 考 虚 信号 放大 器 的 通 频带 宽 问 题 . 所 谓 通 频带 宽 是 指 频 率 的 


5.9 


$4 傅 利 叶 级 数 gni 


一 个 范围 ， 在 此 频率 范围 内 的 各 种 不 同 频率 的 正弦 波 通过 放大 器 
时 , 所 得 的 放大 效能 是 均匀 的 , 而 当 频 率 在 此 范围 外 的 正 芝 波 通过 
此 放大 器 时 ,所 得 的 放大 效能 可 能 就 会 大 火 降 低 ， 当 然 , 放大 器 的 
通 频带 宽 ， 有 时 希望 设计 得 越 | 

宽 越 好 ， 但 这 里 存在 技术 上 和 和 a 
成 本 上 的 问题 ， 为 了 保证 信号 
通过 放大 器 后 不 致 失真 (相对 
WA), 就 应 选择 适当 的 道 频带 
宽 ， 使 得 它 对 于 组 成 信号 的 影 


响 较 大 的 % 阶 谐 波 具 有 均匀 的 : 
放大 效能 ， 这 样 就 需 事先 将 信 O 9 In Sede Gn TU Ss as 
号 展开 成 复数 形式 的 傅 利 叶 级 m sn 

数 ， 然 后 对 它 的 各 种 谐 波 的 频率 和 振幅 进行 分 析 ， 这 就 是 频谱 分 
Wi. 


下 面 我 们 考察 电视 机 系统 中 的 锡 齿 波 信号 ， 在 [0, 了 ) 这 一 周 
iA AR Hr C e uon TF: 
f= d 
它 的 图 形 见 图 5.10. A 了 卫生 
式 (5.78), 有 (我 们 采用 [0, DAM MAE ms S ) 周 期) 


2 T 3 2 
o= y], f (dt 212 A idt, 


T p 
2 [ f a Ld di ex J. 5 ig ms di s 


C 


T io 
9h uS d 2k | 人 
Re irat : qosa imot dt 
— dao T s ie — $no1^? Jo j 


名 2h eot z 
nI PEREI 


x $ (n7 1, +2, €). 
TW 


为 了 直观 地 表示 HERRA ol 和 它 的 角 频 率 no 之 问 的 对 
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应 关系 , 我 们 把 它 画 成 频谱 图 ( 见 图 巨 .11) . 
如 果 和 根据 要 求 ， 可 以 把 振幅 小 于 D. tos] Bip n pH D 0 s 


BEA URP CK ABE D E PUDE RER EUE RR T CBE TESI E. Lo, 
10oJj 内 的 正弦 波 具 有 均匀 的 放大 效能 . 


£ 


3] 题 
$1 
王 ， 写 出 下 列 级 数 的 前 五 项 ， 
M P a4 Í 
D ZT (2 He -I c 
m EE 
2. SUE AMORIS US 
: 1 1 1 
t JES Is TRI yt 
下 
we ty A t s 
(3 1-141-—1-1-14 
MT Ou ME 
Vg us wa ws 
8. HügHE GELER HE TU Ql iSc Diu 
(D dod pedes G Da; 


(3) Sivit- AR 


coPuUb ec. d 
(0 utu3*'34 1.5 


a S 1 &* R 

&-s- B gea 

(6) PEE 

Gr; 求 部 分 和 时 先 把 部 分 和 中 的 每 一 项 都 乘 以 3sin E, 然后 利用 积 


化 和 差 的 公式 把 每 一 项 都 化 成 两 个 余弦 隙 数 之 差 .)》 
4. TS E A PE 


(QD) ao —— H 一 十。… 十 Jos 4e (0xaQx10); 


E Ei 303 


《1 1e. lclel-.le4 

(3) EE SIRE 二 SAPE pes 

c» DeLeIeleeelaa 

(5) Cosm — eos 2a 于 eosar- eoat 二 二 dos 
- HAKER HEHE FARRA Qs: 

Q) tititi 2) Sive 


1 1 1 1 
€) a Vand VERS 7 O Ar 
. 证 明 若 级 数 Do 及 2 &l ar, E. Un SE a TE an=], 2, s, 则 级 数 
Sie ke. HRR Ma. Dib, 部 发 散 对 ， 级 数 e 的 收 
效 性 如 何 ? 
.证明 由 等 差 级 数 的 各 项 之 倒数 组 成 的 级 数 是 发 散 的 ， 
， 用 适当 的 判别 法 判定 下 列 级 数 的 收 敦 性 ; 
3! 


o (LY. CETERIS 
(3) ie 2 4 cet ( Sims; 

5) 3575. 

€) iS LEPUC BR9 43 77 

o 3 (8) Si oos T 


ap Fiun, 如 一 《 f Vica day 


(13) A gle” 
2) (In n)” 


9， 判 定 下 列 级 数 的 收敛 性 , RRA AARRE, BEREH 


$i. 
O dc: - 
DI g 3 47 , 2 PES 3" 
1 1 1 A oC-i» 
3) NS pe Ao ome 
G) l--— twm D Dn 
1 1 1 1 1 1 
VE Lo E ER es 
(3 3-1 tI BI Ul mid 5 
10. "Do "ed 1, 则 和 有 
1 
i WE 2 二 ry n-2 一生 PPP E ERR S 
Ae n 9123409 
19V OQ ctu 
u (AT LG z) “al "4 Rub 
82 
1. Kk FAUSSE A e E]: 
(1) zr 2x3-- 8x9 dw 二 
OLI ME oam ro Pe nae 
2) Dil! 38 ^7 
G 3X (b JED 


2. 


(5) 2(2z--1) bos AT pO gr Or Des 


1 + 
(6; NUM ieeel)e 
1-z n 
e p (eU oes (8) z in) : 
XF "MILII 并 求 其 收敛 范围: 
(1) shs (2) a* (a>0); 
(3) cos!s; (4) O4 rin(l4am; 


(6) arcsinx, 


S -二 元， 


RE SO) = ler 展开 成 关于 (z 一 1 的 宕 级 数 , 并 求 其 收效 范 园 
RRIS 223 a oper, sofia te, 


Rok Po) o [ecd Sgen MES, 并 求 其 收 敏 半径 . 


6. 求 下 列 级 数 共 收 仇 范围 , 并 求 和 


ee -一 一 


(1) i4 2x 十 3z2 十 4 十 (2) s DeeS 


习 m $05 


0» Bus gt, (4 I+ 全 + 于 + 各 + 

(5) 1+82+ Bo? 4- a s (6 3 a". 

?， 利 用 函数 的 震级 数 展开 式 , REID dto (OH (lt Chai 1075. 
(1) L (3) sinl*, 

8. "RUBREBUELECI REAL VOBESR, 求 下 列 定 积分 的 近似 值 (精确 到 107». 
GD {sar e» [et a. 

9. d jz) 一 Da, o Gr) e LED. ee Rp aps. 

8 8 


1， 试 求 下 列 通 数 项 级 数 的 收敛 范围 : 
O lgr+(lgr) tgs 


co» ; <: na, 
(2) A FE (3) 2j* : 
cq Iu TN 0). . c OA T 3 
Se A au^ 人 e» pà uu) y 
2. ib FECIT 7R A E45 — eE: 


(CD ji) EE, C-os, pos); 


1, 0, +); 


(2) farr, [0， 1); (3) fal) = IEN 
nwi e 2d CR LL 2ng 
(4) faí) — sin Pu (~, +o) (5) Fa) Itn’ [0, 1]. 
8. EH PUR ROLES CE Pp XC [8] ERG — Si SEC: 


cod ; OD 《一 iss 
Q5 2 0 a (=, c2); ey A "EX xL £ 2, T 3»; 


(8) > (1 eg) l-La«z« + o5, 02-0; 


æ ar 
(45 à arc e(a} [z| <+, 


Sin nzsin we 


4. RE A D S 


d£( — oo, +00) E— Brie Ai. 

b. 证明 S= X Ls sinne 是 (- oo, 十) 上 的 -个 连续 函数 , 并 具有 连 
"TT 

6. SUECÉ f(x) 的 存在 区 域 , 并 研究 它们 的 连续 性 ， 
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Q ros hey G ID= Ri rpa 
7. 试 讨论 函数 JG) = X) LEL, 的 可 微 性 


$4 
1. 试 郊 下 列 习 期 为 了 的 周期 函数 (i) 展开 成 Fourier f& Ex, fO E 
[一 了 3，7/3) 内 的 定义 如 下: 


0，-5<30， p —gq «Oo, 
fd = 2) zt) 一 
D fe lo Q sz zx €» fü t, Ox m; 
(S fit), —-3mxi tm (QD fO = 1, Isis], 
2. fm pgcougp p AU EAR: 
CL 1- em 1 T. 4- Eos "Lu 
d a L° 6 
GM cec ee iz 
8. poH SOJ = [sina] f Fourier 223, 
4. RRAK — am a) CO a RET RGIE SE 2C 
5. IRE A4 uE m 上 Dum 
; 2 EEE a 
6. WAIS T KAMAN CD 88 Fourier 级 数 在 区 同 | 了， 了 | 上 一 s 


HOST JJOO. TAIEBH SIBIRI Parseval 恒等式 : 
7 js LFO) T dim T4 P3 (a4 3-05), 
7. 利用 Parseval 恒等式 及 第 4 题 ,证 明 下 面 结 果 : 


~ 1 m9 4 
ZiXüs- IY ^ 960 
8、 利 用 Parseval 恒等式 及 第 3 题 ,证 明 下 面 结 末 : 
- 1 | ms. 8 
9， 试 将 下 列 周 湖 为 7 S99 Ro FG 展开 成 复数 形式 的 Fourier 22 Xt. 
了 (办 在 [一 全 /2，2Y3) 内 的 定义 如 下 : 


kd . 


2 sin A Oxt« T 


D fü» -| 


-3, - T .«1«0, 


a, Ost La 


(5 fa) | 
3 


-一 一 一 -一 -一 一 ~ 一 = 一- 一 -一 一 ~ 一 一 -一 


-$ -a, -Z <ii 
(3) fa» CA -Zeis 
M» Tou 
-5> -wf 一 
(D J= b DAS 
Teatar 


10. fO EL dp LY BUEA, as, bn 为 了 0) 展开 成 Fonrier 级 数 
时 相应 的 Fourier 系数 , N AME—IERHÉ, WAUEUE FIEHES 


z/2 


4 nune 
BaS oes | pp POTA 


r: appret et s FER. MP p 
—— —À e 


第 六 章 广义 积分 


$1 无 穷 限 广义 积分 


1， 和 概念 和 性 质 

在 讨论 定 积分 时, 我 们 要 求 积分 区 间 必 须 是 一 个 有 界 区 间 , 被 
积 函数 也 应 是 一 个 有 界 函 数 ， 否 则 定 积 分 就 没有 意义 . 但 是 无 论 
在 应 用 上 还 是 在 理论 上 都 要 求 对 积分 的 概念 作 一 定 的 推广 ， 要 求 
在 一 定 条 件 下 不 受 上 述 两 方面 的 限制 .我 们 先 把 积分 的 概念 推广 
到 积分 区 间 是 无 界 区 间 ( 即 积分 上 上限 、 下 跟 并 不 都 是 有 限 实数 ) 的 
情况 .为 此 , 先 考 察 下 面 的 例子 . 


81 xag [I de p [D de (41) 当 4>+oo 时 


BT m. 
E BEIM A-t 时 ， 


$i 
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ERANA KIR REE, HRR 1, BR 6.3 GO 中 的 井 边民 
形 的 面积 当 点 4 ARAR ERU 为 极限 ; 侧 后 者 的 
极限 不 存在 ( 见 图 6.1(5))， 

定义 6.1 RARS) Eie 十 co) 上 有 定义 ,对 任意 实数 A 


(4774), f Gf Iia, 4] 上 的 定 积分 | (oaz 都 存在 ， 则 
f) 在 [a，+co) 上 的 广 义 积分 定义 为 | 
{far= lim [^ fode, (8.1) 


当 极限 存在 且 极限 值 为 工时 ,就 称 广义 积分 |^ f(z) de 是 收复 
的 ,其 值 为 T 生 则 就 称 它 是 发 散 的 . 

由 例 1 可知 广义 积分 | gc cM, m gn x 0n 
NELLO 

例 2 考察 广义 积分 | -i de fi | eose de tnos. 

解 因为 


Mo] 
er iz da arctg a ' arctg A--are tg 上 


ARRA | or dedi, AN 


[eos da in A 


^ Atoom, [^ cose de 欧 极 限 不 存在 , 故 广 义 积分 | eosed: 
是 发 散 的 . 

例 3 考察 广义 积分 人 十 de (a>0 nici, 

解 ” 当 2P 关 1 有 时， 

E Í dz lim (id= Hm 二 一 一 一 一 


g? A+ 
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E LL reis 
十 ee， M pi m} 
ï p=1 f, 

| z d= iim » ‘z de Jim Qn A- Ima) - 
BORRA |. -y de (2770) 34 pr 1 BG, JEU a op 
«lE. 


HEAR SUBUY BERE SCESAD, WAER PRO XUPU FUB. 
下 列 性 质 : 


(D [^ ek | CA 
2) o OEE E ME Aot HTO di 
(8) E. vd =uv n 一 NE dus 


(4) 相应 的 换 元 法 则 ， 

2， 收 敛 条 件 

由 定义 6.1 可 外 ,广义 积分 | Sade 的 收敛 问题， 就 是 函 
数 了 (4) ~ | (edz， 当 .> -co 时 的 极限 是 否 存在 的 问题 . 易 
知 这 个 极限 存在 的 充分 必要 条 件 可 以 叙述 如 下 ; 对 于 任 一 数列 
14 n>a, 4 一 co) 相应 的 数列 LEGAL) 的 极限 都 存在 , 且 
它们 的 极限 值 都 是 相同 的 

如 果 我 们 任 取 - -个 数列 {4 (>u, An ooo), HRN 
Ao a, 则 应 有 


EAD = |^ f Gods 
-全 f (dz [^y (a) da-- ZUM f (3 dz, 


Ay 
w=] fade, (hl, 2, 2) (6.2) 


Ac e. 
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于 是 便 得 I(A) = Dw 


这 样 ,对 于 上 述 数 列 £A), 我 们 就 相应 地 得 到 一 个 无 穷 级 数 ( 数 项 
级 数 ) 
UA - Mad- Hinte, (6.8) 
TAD 就 是 此 无 穷 级 数 的 前 项 的 部 分 和 ， 
由 此 我 们 看 到 广义 积分 与 无 穷 级 数 之 间 存 在 着 密切 的 联系 ， 
它 启发 我 们 运用 无 穷 级 数 方 面 的 知识 来 讨论 和 研究 广义 积分 ， 关 
于 广义 积分 收敛 性 的 许多 结论 是 与 无 穷 级 数 收 伍 性 的 结论 英 似 
B. 下面 我 们 只 给 出 相应 的 定理 而 路 去 它们 的 证 明 . 
定理 6.1( 柯 西 收敛 原理 ) 广义 积分 “7 Ode KAKE 
条 件 为 ; 对 于 任意 给 定 的 正 数 。， 都 存在 一 个 正 数 M， 使 对 于 任意 
”的 4> 下 和 4 > 好 ,下列 不 等 式 都 成 立 ， 
MICE (6.4) 
定理 6.2 [Iro lao 收敛 , 则 | 7(z)a 也 收 人 


因 些 广义 积分 与 无 穷 级 数 相仿 ， 也 可 定义 绝对 收 伍 和 条件 收 


ENG? 设 广义 积分 | fads. 如 果 广 义 积分 


FTIF la tula mii [I7 Gode 是 绝对 收 妆 的 ;否则 称 它 为 


条 件 收 效 的 . 
定理 6.3( 比 较 判 别 法 ) (D REKE (a, 十 co) 内 |f) | 


<g(o) 恒 成 立 ， 且 广义 积分 |， pade ke e, W B A 
[Gas 是 绝对 收 化 的. 

(2) 设 在 区 间 [4, o0) P3 |f Go E >p) 之 0 和 恒 成 立 , 且 广 义 
积分 [e (de 发 散 , 则 广义 积分 |/ (2) ide 也 是 发 散 的 


— — P 


5i2 SUAE D OX Moa 
定理 6.4 RASE, e 在 区 间 [e，+oco) 内 都 有 定义 ， 
又 plar, H 
lim fG 


lim 4S (6.5) 


5il 
| CD 当 0<I<+o m, 3E S e Gods Wc M h LEGO La 
ti Sx 

9 当 0<I< coo nb, #[ pod sc E 7170) La 
BRA. | 
特别 到 p(2) = -点 ,根据 上 述 定理 和 例 3 可 得 下 面 的 定理 : 

定理 6.5( 柯 西 判 别 法 ) 设 jz) Elen +o ETOEX, a> 
0, 骨 

(D) 4 p>l, lon olf(o|= 0<1< +o 时 , [^ re lde 
Aci 

(5 Xp, lima|f (e) |=}, 0<1<+% 时 ,| IF) lda 
RM. 

例 4 考察 广义 积分 |， de 的 收敛 性 . 

E ”因为 在 区 间 TL，+ co) 上 下 列 不 等 式 总 成 立 ， 


sin xz | 1 
| 
g? 1 "n 2 
3| ngi 1 
因此 TO M eh 
: y Sd uc 
x: : | 
lim z?| 2B* | =0 
故 Pere | a? | : 


i ax 


由 定理 6.5 便 知 广义 积分 ie sinz dr 是 绝对 收敛 的 
例 5 考察 广义 积分 | oade flic. 
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Te 2 i : Tes 
| do dz=| ET de= f € ? dz, 
o o Ja 
: 2 : gz? 
易 知 lim xz2p 7^'— lim. “=D, 
e+e zt+™ 8” 


故 由 定理 0.5 便 知 广义 积分 | ee datha. UI LES 
人 sa 也 绝对 收入. | 

本 节 昌 然 只 讨论 了 具有 | “7 Gods 形式 的 无 穷 限 广义 积分 ， 
但 对 于 具有 | fonda sk [^ Sada 形式 的 无 穷 限 广义 积分 也 
可 作 类 似 的 考虑 ， 
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1. 概念 
KERERE T" SUR NORS T AERE BEIC 
况 ， 为 此 , 先 考察 下 面 的 例 了 . x 


7 dro 


1 一 
HI 考察 积分 E ANC AN L— gà 
利 | de 当 s 4-0 BEI A 


m, 
BM B 
1 
lim - sb. z= hO, E 
ei- -0 4a l-g? 
lim 1 = -Heo， j a 
a 1-0 a ; A 6.2 
aaa T Ju ocn 
ERTES n a 有 
( à 1 E del aresin(1— 7); 


9 A TE — g? 4 
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1 1 : DÀ 
1 —— = — = —* 
TUER nu o 47152 da 7 arcsin Í E 


而 极限 lim bi Ln da = lim (—-Iny) 一 十 ceo. 


n5t07a0 


因此 当 和 > 十 0 时 ， adu POE -y qe 的 极限 存在 ， 其 值 为 
Z, mra |, La M ESL 


BROHFÉ E 8, iS 3er Ix ap (5 —8, bos (5, bA 
咏 内 是 无 界 的 , 则 称 点 ARA f (o) 的 一 个 奇 点 ， 
定义 6.3 REAS G0 Eia, 8) 上 有 定义 ,5 为 六 (zx) 的 一 个 


奇 点 , 且 对 于 任意 给 定 的 正 数 5(y<b 一 0), 定 积分 人 ”fe)dw fi 
FEE, W f (2) i La, b) 上 的 广义 积分 定义 为 
[s (e) ds— lim f reas. (6.6) 
当 上 述 极限 存在 时 ， 就 称 广义 积分 | f Gode 是 收 冀 的 ; 否则 称 它 
是 发 圾 的 、 
例 2 考察 广义 积分 | -gyr de tici, 
解 Cb pelhj, 


Jaca | air 
ge I Ga 


(b-a)? 
-| * p<1 时 | 
十 co ,:IPpp—lBh 


X p=1 Ff, 
b- 
N 1 da= lim | pm e 
4 bc 75-0Ja b—c 


_ lim [In(b-a) -Ing] =+, - 
20 


LEE dandi dia. 2d 
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所 以 广义 积分 f E Ly dz 34 pci Bue ox, 8 UIS 
当 pl gj AH. 
2， 判 别 法 


由 二 定义 广义 积分 NEC 的 式 (6.1) 与 定义 广义 积分 
[reas 的 式 人 .的 在 形式 上 十 分 类 做， 因而 对 于 无 界 丽 数 的 三 
义 积分 | fonde, 同样 可 给 出 相应 的 性 质 、 绝 对 收敛 与 条 件 收 全 


的 定义 及 比较 判 别 法 种 柯 西 判 别 法 . 下 出 我 们 就 以 相应 的 柯 西 淹 
别 法 为 例 加 以 说 明 . 


广义 积分 | “7(z)az 的 柯 西 判别 法 (定理 6. 怠 实际 上 是 根据 
比较 判别 法 (定型 6.8) 和 上 节 中 的 例 3 建立 起 来 的 PURSE 
无 界 耳 数 广义 积分 相应 的 比较 判别 法 和 本 节 的 例 2， 也 可 以 建立 
相应 的 关于 广义 各 分 jr 的 柯 西 判别 法 如 下 (定理 的 证 明 从 
ux. 

定理 6.6 BERR [a D VPE A020 HE Sk, 5 为 
f) 的 奇 点 , 则 


(1) M p<1, lim (b-2)*f (0 =l, 0«l« + oH, r Fy 
[A [7] 
po 
(B) 4 p>1, lim (&—2)*f (a) -L ETOL 
A. 


1 fat 
例 3 AS Bs | < STR (O-ck« Dt 
esr. 
解 ” 因为 


i Co NNNM M 
eo V a Jacks 


所 以 从 定理 6.6 便 知 ,此 害 图 积分 是 收敛 的 . 


«4 c, 
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以 上 我 们 对 于 5 为 1 加) 的 奇 点 的 广义 积分 | 了 deii 
了 讨论 ， 对 于 a 为 1(@) 的 奇 点 的 广义 积分 | Sæde 也 可 作 同样 
的 讨论 ， 下 面 我 们 举 一 例 略 加 说 明 . 

Ma 考察 广义 积分 |” On sina)? de 的 收敛 性 ， 

Mb EO Cu On sin 2)* d cid (0, Z | fg Ja f Hoa dk 
的 ,2 一 0 为 它 的 一 个 奇 点 ， 因 为 在 区 间 (0, 各 | 内 


3 i sic i M 
z^ (In sinz)?— = ]n 一 一 一 十 人 Ing) i 
frt 


而 Hm z* n E 2-0, lima! in z— 0, 
z-—9 
所 以 ， io. E (In sin z) * - 0, 
qTO0 


Wo ama 3 f) 的 奇 点 时 广义 积分 | Sede 的 柯 西 判别 法 
(类 似 定理 6.6) ,可知 广义 积分 ”Cn sima) d 是 收 化 的 . 


$ 3” 含 参 变量 的 广义 积分 

1、 含 参 变星 积分 

RERS 9) 在 区 域 a<w<b,o<y<d 上 有 定义 ， 且 对 于 
fa o, d] rf (£f vo, 定 积分 | FG, vode 都 存在 ， 当 然 ,积分 
fit (^c, gar 与 旭 有 关 ， 当 加 在 区 间 Co, d 上 变动 时 积分 什 


fiti, vode 一 般 说 是 不 同 的 ,于 是 区 间 [o, d E — v 值 者 对 应 
于 一 个 数值 |, as. BRI | fw, oda WER v tlo, d) 
”上 的 函数 , 记 为 

1G) = | f(e, dz, (6.7) 


TY 


Te 
———— a nA CÓ''"''!—————————— LE 
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i d ^ e [2 <。 » mp» 
RED [Le Dda NE RE RAS. FARIEN AEE 


一 些 性 质 . 

定理 6. 站 连续 性 ) RKAS, y) 3E DX B a em, ex ym 
d Lies, e 

Gp =| FG, yda 

是 变量 y de Xa] (e, 四 上 的 连续 函数 . 

证 明 AA PS XJ (a. s) Ye A IX Bla eb, cemymd EX: 
续 , 从 而 它 在 此 区 域 上 一 致 连续 ， 因 而 对 于 任意 给 定 的 正 数 s， 都 
存在 一 个 正 数 5， 使 得 当 |Ay| «5 时， 下列 不 等 式 对 于 区 域 gc<w 
«b, cxy<d PETI Gr, v) (e, y t Ay) ELE. 


|f lz, y+ Ag) — fn, 9) | gE 
十 是 当 | 她 | 5 BEN 
IgA) - IG) ef jl, gay) — f Gn, 9) | de 


2g 


& 
Ja b—a 


所 以 了 GD) 在 [ec, d) iei, J 
这 个 结论 也 可 改写 成 下 列 形式 , 
lim f fŒ, yds=) [lim fæ, Wlds, 6.8) 
即 求 极限 与 积分 运算 的 顺序 是 可 以 交换 的 . 
定理 6.8( 积 分 顺序 的 可 交换 性 ) REKS, DEKR a< 
eab, e«ysd 上 连续 , M 
d b b d 
f dy [f (s, ida [às | f (e, y)dy. 
这 个 结论 在 二 重 积分 的 计算 中 已 作 了 论证 . 
定理 6.9 ( 求 导 与 积分 硕 序 的 可 交换 性 ) — Pten A fe, v) 和 
HRS Ju, i) 在 区 域 <o<b， o<y<d 上 都 是 连续 的 ， 则 


1G) ~ F, y) 在 区 间 [e, dT ERES, H 


.人 人 一 全 
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è b 
r3 fs, yax]- | JG, ds. (6.9) 
证 明 By Figy ty 都 在 Lc, Qi 上 ,那么 
Lyti I ('fG. wa f(r, y) 
| Ay dz. 


zy 
Rz Hir fü s 38, A 
T (y+ ap -| filw, nda, 


其 中 7 为 g 与 4Y+ 亿 之 间 的 某 一 值 ，、 当 4y0 时 ， 由 上 式 便 得 式 
(6.9). ] 


例 1 试 求 定 积分 fom. d 


ldg 
解 ” 因 为 直接 求 秀 数 - EE 的 原画 教 比较 困难 ， 故 我 们 
X EXPE y 的 积分 ， 
16) - h I ED ds. 


0 itc 


我 们 所 求 的 定 积分 之 值 就 是 两 数值 I0). ga Otw 及 其 


qd T à z FF x x 0 — , 
XY y 的 偏 导 数 EF EE 在 区 域 0<w<<1,0<y 志 1 上 都 
连续 , 根据 定理 6.9, 便 有 


I' E E 
Tae cR ^ 


Su c y y 
=f, Tp | 1x23 "da day je 


ee 
rg» i T [eo 
edd esc 
=n Fy E Jn 2 十 本 多 In (14-9) |. 


将 上 式 两 边 都 关于 从 0 到 1 积分 , 便 得 
I()-10) "xS In24- yn Q-Ey) dy 


&23 SAER XPA 819 


”dnf 十 从 
E. x NÉ 


In2aretgy SE g In (Lg?) .一 TCD 


s 


r 
- 7 n2--1(1), 


A I()-—0,8& 8 Ext da 
I ES In 2, 


BE D -7 


我 们 还 会 遇 到 另 - 2424257 T 
变量 的 函数 Gne puo [^de (77 fO» oda H), 
IG) = [77 f, Yas. (6.10) 


关于 它 的 求 导 与 积分 的 顺序 交换 问题 ,有 加 下 的 定理 : 

139 6.10 EKAS, y) MENER Fue, v) 在 区 域 c 
«mv, Syd EAEE, dE mit) 和 za) 在 区 间 [c 加 上 
都 可 导 , H axeiy) <b, spa 二 CsySd, 则 函数 工人 一 

zly) 


f(e, y)dz 在 区 间 [e, 四 上 可 导 , 且 


21€ 2] 


" dF fz) 
T) Lus SE dz ] 


-| fis det Fon, y) es (y) 


=f Gu OD, pey). (6.11) 
证 明 对 区 间 [c, dip fE— y 值 和 任 一 增 量 dy, 函数 elu) 和 
za(2) 分 别 有 增 量 
Ari — 24 ly + Ay) —e (y) 
fü dra= ga y- Au) — tok., 
函数 I(y) 的 增 量 为 
AI =I lydy) -I(y) 
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ay) t 8 “wafy) ， 
-六 ”Yo ye dida | fs, ids 
gu 


quy eda 


Cay) 
=Í [f(a, y+ 4y) -Fo y)lde 


Tip) 


六 Ce 十 "a D Aci 本 
«| fi, y pde | fiz, y i Ay)dx. 
ey) 


wsz y: 


应 用 中 值 定理 进一步 可 得 
AI -| Ue, y M Ay) - f Gs de 
tf (Es, y+ Ay) dua — f (Es, y+ Ay) At, 
其 中 总 位 于 as) IN nOD dei ZH, EET valy) 与 vay) + 
ds 之 间 ， 上 式 两 端 同 除 以 dy, 得 
AL — | e) FC, g- Ay) f(x, y) ga 


Ay zin ay 
党 
+f E yt dy) 一 E y+ 4p, 
于 是 令 Ay 0 f (35x (6.100. " 
"7 ang 
$2 mrGo-[ EE as RTO). 
解 ” 由 式 (6.11), 得 
Lt -f eos vyda- = p 2g 一 B “1 
y zy y y 
_ 3siny -2sin siny 
y 


| 了 
B3 设 了 (人力 一 | Œ y)efde, R I” W). 
解 ” 帆 式 人 0.11), 得 
"m y 
I'Qn = [eda 2y — or 1-- 2y. 


所 以 I” Cy) =e 5-26 4-2ye = (8-1 2y) e", 


$3. SARII XU $21 
2. &S35R I 338.2 05— Scit ft 
形 如 | fi, pde I X BUMHOUA I EE y AT xp 
WC PRÉC Pm, y) ERR a roo, exyscd. EE XE XL, BIRR 
le, dia y 人 广义 积分 |。 fs inde WA, HARSEN 
y 的 广义 积分 | Fs odo ERE Stt y TERN Lo, d] E iS 
数 , 记 为 
I0) =| fæ, y)de. (6.12) 


jr] Fl BE ic ROCHE, OO RECS RO y EJ XUBLOR UUISEEIRE 
的 一 致 收 语 性 问题 ， 下 面 我 们 先 给 册 关 于 含 参 变 估 广义 积分 的 一 
致 收敛 定义 ， 

定义 6.4 RKAS, ERR am oo, exiysd 上 有 
EXN, HITER EEA e, 都 存在 一 个 数 M CM a), 值得 只 
要 4 盖 开 ,下 列 不 等 式 对 了 区 间 fe, 可 内 一 切 y (URS I, S; 


人 fs, y)de «s, (6.18) 


则 称 含 参 变量 y HLR | fos yde 在 区 间 Co, di 上 是 一 
致 收效 的 . 
类 似 于 函数 项 级 数 , 关于 含 参 变 景 y 的 广义 积分 
fT in, wd 的 一 致 收 俩 问题 也有 相应 的 级 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ， 
定理 6. 了 1( 维 尔 斯 特 拉 斯 HERSO, y) EE M aca 
eo, oc d. 上 有 定义 , ER RF (a) 在 4<w<< 二 oo AEX, H 
广义 积分 [^ Fide 是 收 伍 的 ， 如 果 不 等 式 
Fæ, D| SFe), (6.14) 
HFR asco, Syd 内 任 一 组 (tw, v ENERO. Hg 


+o 
a 


SREMA | f, vyjde ERM Le, 四 上 是 一 致 收 敏 的 . 


-——— -me 


822 FERE JO OX BU 


证 明 ”因为 广义 积分 | Fejde kikki, 因而 对 于 任意 给 
定 的 正 数 & 都 存在 一 个 数 MiCM > 由 ,使 得 只 要 A>M, FARG 
式 总 成 立 ， 

| Í 17 FG)ds, <s. (6.15) 
于 是 由 式 (6.14) f (6.15) 便 知 , 当 A>M M, E 


[7 Fæ, pazl<| 人 ye 


! 
<E, 


KESER LA | f(z, de 在 lo, d] E—8lc&k. 1 

例 4 考察 售 参 变量 和 的 广义 积分 | S dz 在 区 间 -oo 
LAL too EA — eic vt. 

MO PE A 值 ,下 列 不 等 式 总 成 立 ; 


| Sinàr. . ]1 
| 1-2? |] ^ic 


而 广义 积分 


iE dr= li ud 
æ = im da -- -2 
i 和 3 Arto ip Dd 


isses 6.11 ga, ("75992 ds 在 ( eo, cen) LAUA, 
— J fim. dz BOE bL o b 
奇 点 的 广义 积分 ， 则 | Gs de e - rre I X 


积分 。 回 样 可 以 定义 它 的 一 致 收 敏 性 和 建立 相应 的 维尔 斯 特 拉 斯 
判别 法 . 

3. 含 参 变 量 广义 积分 的 性 质 

一 致 收敛 的 含 参 变量 广义 积分 具有 类 人 羽 于 一 致 收敛 的 熏 数 项 
级 数 所 具有 的 性 质 \ 例 如 : 连续 性 , 积分 、 微 分 运算 的 性 质 等 )。 F 


面 我 们 只 对 | Se, Vde 形式 的 会 参 变量 广义 积分 进行 讨论 . 当 
然 对 于 | 了 (2, 奶 do 形式 的 含 参 变量 广义 积分 也 将 有 平行 的 结论 . 
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ENYIN 由 广义 积分 与 函数 项 级 数 十 分 类 似 ， 所 以 我 们 在 下 
面 仅 给 出 关于 连续 性 定理 的 证 明 ， 而 对 二 积分 和 微分 运算 方面 的 
REUS BEA HEU. 

138 6.19 :连续 性 ) BAAS, y) XE IX Ram boo, c 
«yd EEE, HGwBDeSgExyB] X BEI Led) ER 


一 致 收敛 的 , Wifi 16) m [7 fis, ds 是 变量 y EDI Co, d 


上 的 连续 函数 . 
证 明 Byki 丰 内 的 任 一 值 ， 现 要 证 明 对 于 任意 给 定 的 
正 数 e, 都 存在 一 个 正 数 5, 使 得 当 | ay | «0 时 , 下列 不 等 式 成 立 ， 
LZ (yt Ay) —I ly) | <8. (6.16) 
Bis ird M y 的 广义 积分 |。 FG, Dda 在 区 间 [e, 四 上 是 
RRAN, 所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 ,都 存在 一 个 数 M (M> 
a) ,使 得 当 A>M 时 ,下 列 不 等 式 对 于 区 间 [c, 四 内 的 一 切 9 信者 
RX: 
人 ta DE E (6.17) 
LAKAS, y) 的 连续 性 可 知 ， 对 于 上 上 述 实数 4， 函数 
六 ye, de ePi Co, d] EE Pen. 故 对 上 面 所 取 的 e, 
总 存在 正 数 3 使 得 当 | 4y| <8 时 ， 下 列 不 等 式 对 于 [e, 四 中 任意 
Ti f y TH yt Ay 都 成 立 : 
IR f (m, y+ Ay) dz — I: Ya; vida EA (6.18) 
从 不 等 式 (6.17) 和 (6.18) 便 知 , 25 | du] <ò 时 下 列 不 等 式 将 成 立 ， 
wr IG) l= |S fe dde - fe, vdal 
l | A ! E A N 
«I fi, ae ada fw, asl 


i pto i 
à: i fa, y+ dy)az| 
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+|| fe, as] «s. 
于 是 式 (6.16) 成 立 、] 

338 6.13. HANS, y) dk DX E aia boo, ex yd 上 
x4, BASER RUE | f, ide 在 区 间 [e, d1 E— Soli 
SE, W 

Fay [T fe, da= | def fæ, Way. 69 

定理 6.14 KERSE, y) MAF 3C Se, y) EER ae 
«Loo, od. 上 都 是 连续 的 , EDSET e, diPg4£— vy ESR 
A [^ f(z de 都 是 收 策 的 ， 此 外 ， 含 参 变量 的 广义 积分 


[7 f, de tele, d) E. oli Wai 16) — | Feda 
在 [c, 加 上 是 可 导 的 , 且 


a es mi] -| sue, de (6.20) 
0 


,9 RI) -=f & "cos9zydz  (—oo-«gy- 4-00). 
EO BATIRE TE- y 值 都 成 立 ; 


|e *' cos2zy| <e”, 
由 本 章 $ 1 中 的 例 5 得 知 广义 积分 | ende Rao, Bru E 
式 和 定理 6.1L 使 知 | et cos2eyde 在 (一 co, 十 o0) 上 是 一 至 
KA BA 


E^ [e^*' cos 2my] = —2xe *' sin Xey, 


而 且 下 列 不 等 式 对 于 任 一 9 值 都 成 立 : 
| - 2ze^" sin 2zgy | 2ze ^". (6.21) 
计算 广义 积分 |， 2zer” dz, 有 


十 ca E 
| 2e dz — lim | 2re de= lim (—6e**|13) =l, 
e Ac e dO Adm 
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Tw 
n 


放 知 广义 积分 S aede itk, dos (0.21) RUE 3 6.11 E A 
[me sin 2zydx E (— œ, --oo) 上 是 一 致 收 敏 的 , 于 是 报 据 


定理 6.14 Em, (y) 在 (- 9o, +o) E SEXE QT SS I, HL 
T (y) = | — 2«we' ” sin 3272 da, 
应 用 分 部 积分 使 得 下 面 的 微分 方程 ; 
I'(y) JUL dog da 
Lia 


TN 
«6 * gin 2xy Don —2y l. e^*' cos ry dx 
z-: J 


LJ 


=— 2y] y). 

应 用 分 离 变量 法 求解 上 述 微分 方程 ,可 得 道 解 如 下 : 
I(y)-—Ce"v, (6.227 
其 中 是 一 个 常数 ， 在 林芝 $4 例 sn, 我 们 将 得 到 
i0 -[ ot de= m 

OE AUEL A APPEAR (6.22) , OR 
| o-Mm 
P 2 7 
故 最 后 得 到 


Ily) = d e^. (6.28) 


$4' Gamma 函数 和 Reta 施 数 


本 节 将 讨论 用 会 参 变量 广义 积分 定义 的 淆 个 常用 的 函数 一 一 
kamma 函数 和 Beta MŽ. 
1. 欧 拉 积分 
ELTE pM g 的 广义 积分 
B(p, 9) Jena —a)t3da, (p>0, g>0) (6.94) 


3 
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和 含 参 变量 s 的 广义 积分 
Pe [^ eta da, (s>0) (6.25) 


分 别称 为 第 一 关 和 第 二 类 欧 拉 积 分 ， 可 以 得 到 下 列 结论 : 

(1) 当 2>0 g>0 时 BCp, g) 收敛 

《2) ESER p, g 的 广义 积分 五 (2 q) 在 形 如 Oca p« 
+o, 0-ca'«q« o 的 任 一 区 域 上 一 致 收敛 ; 

(8) 38 5220 p, Z (s) ic ts 

(4) EAER s 的 广义 积分 IG) TEJÉ lil 0«asss b« 十 co 
BH -- E E — $3080 93. 

因此 这 请 类 欧 拉 积分 分 别 定义 了 两 个 兽 数 ， 合 参 变 量 p, qg 
的 广义 积分 .2 有 所 定义 的 函数 Bp, 9) 称 为 Beta X. dE 
变量 s My" X E14 (6.25) Bir ii Y. BOUES T G) 称 为 Gamma d &. 
T RET T Soli SUE EI. Ep, q) REX SE Op roo, 0g 
< 十 co LI EAE HUE, P GO) Duy bc hi Uca 上 cc 上 的 连续 函数 . 

2. Gamma 函数 和 Beta 函数 

下 面 我 们 将 给 出 关于 Gomma 丽 数 和 Beta KAAI — 26 ou Xt 
的 人 竹 质 . 

性 质 1 

Z's 11 9s. (6.26) 
证 明 应 用 分 部 积分 法 ,有 有 
二 《8 十 ]) 一 | ea^ dx 


= -一 08E Tum va [7 es dzy-gP(s. ] 
0 


Tp ss c PIERDE INT RR 
J'(n--1)-aF'(n)-n(n—1)£(n—1) 


Snir =n | odesa! (6.27) 


En, DG-1) 可 以 看 成 %! 在 实数 上 的 推广 同时， 通过 下 面 介 
RESTE DG 1) 值 的 斯 特 林 (Sfiriing) 公式 ， 也 可 以 对 m1 的 值 
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fF iit CAS SCR uEBI AE) 


性 质 2 
Pod (2) Jan (14-2), 
S: 1 189. 
其 中 ， a= -ia ogas  B)8i0s | 
E35 253 n RRK, AE 
ES ( iy s an, 
性 质 3 


m7 (9 
Big. ge 
ng. 
证 明 在 Bela HUE S esn, A 
Bip, g) - | ar^ (1-2) da 
m/ 
-2| * gio2771 8 cos^t-1 dB. 
1 


再 在 Gamma icr A 一刀, 就 得 


ca 十 cn 
AOGE | e *ridy—2 | e7 dt, 
JQ0 JQ 


于 是 ， LDT ig) Zo 1 af ew 


n du) 


(es doo 
=4 | J 129733197 HD di du, 
Jo Jo 


AF M ERAS u= r cos 0, $- rsin8, 上 式 就 可 写成 


821 


(6.28) 


(6.29) 


(6.30) 


(6.31) 


(6.32) 


«2 em | 
Tp (yg = 4 f dg | g 901g. 7 gj 2971 cog 2730 dr 


T'R 
sin 971 8 cost! d df ) 
0 


-( 2 
ms 
x( 2 f geo get dr ). 

o 


注意 到 式 (6.31)7 各 (6.32), 使 得 
Pipoa(g - Bip, o Pl'(p9, 
所 以 式 (6.30) 成 立 . 1 


-一 一 一 一 一 -一 
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sii ipm [ew us, 


解 令 w=3x, 有 


TN 5 g 394 d. 1 a y^ -Y 
n a Ux e * dy 


ArGO-4- 


1 
例 吕 计算 | a^ (Inz)*dz, 其 中 a, n 均 为 正 整 数 . 
AT XA 
y v NENNEN 
"^. duerme EL, 


1 PN e 
da--— ml 
r* dy. 


g” =g 


% m UT S (-1)" Te -y 
i Janet mur, ctis 


13 P 
wer T a+) 


-OD TE 
例 3 uwxr(l)m ed. 
解 ” 从 式 (6.30) 得 


ea jro. 


E (6.31) Ai 


而 了 (GT e * das 1, 


因此 ， 7(: 
Bst (6.825 ,可 知 


TORIS 


5 kx 529 
+o [gum 
" [Pera S. 
0 2 


wf LIE 
Ha RÈ r sint 6 cos 000 和 |^ sin'é dl. 
0 


onm.) 6.30, 3:668 (3) VTE 


i l 2,8) r(5)rG 
[aseo P 9) » G [em -a1 
同样 可 有 ， 
B(s. 3). r(3)1 )r(3) _ Bx 


[723 3 LT -— 
| sin*8d8 = —73 rE "aX 


gib wR (D f. 7 二 


1 
解 D Aysan, yi 


1 J 
tas] y -9)* ^ dy- 8B (3, 3) 
-0 (J — x3)? 9 i 


sre) 3). w 
z E "CU 
(3 Ae, 可 得 


i, ;do-4 2 f V 9) ** de 
? (2-2)* 9 


-4V Z B(8, TEE | 


习 5 


$1 
工 ， 计 算 下 列 广义 积分 : 
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《3) [e sin 2r dxs (4 [o zoer das 
0 to la 
t= p $99 ue 
(5) j — B (G) f inr dr; 
EH Te 1 i pra - 
NE D jp 
+o 
《9) TE n drs (105 i at eusbx de (a0), 
2. HÈ FAJ XA tE: 
WE XR rx 2 ug sing ! 
Of 00 Cj 
(3) J sin ds (4) [mares i 
mo [^ eosr4sing . ve einem. 
€ p ELECE da; (8) f. me das 
Te dz d 
了 -= Is 
e es lcr[snz|* 3) Lx iz O EXEO. 


3。 试 叙述 关于 广义 积分 | rode 的 比较 判别 法 各 柯 由 判别 法 . 


4. 让 上 胞 对 于 无 穷 限 积 分 ， 下 列 分 部 积分 公式 成 立 ( 当 公式 中 各 部 分 运算 部 下 


[T fes cote reach |" - [T acr cds, 


并 由 此 证 明 广 义 积分 外 UE dz kg TSF S E 4 
82 
1 计算 下 列 广义 积分 


ab f, Ss as (2) f Inzdz; 

i 
e» Jom "s (9 1 VET ~2w —1 dns 
5 are sayz awra sin s T 
e» | PY da eo [cm 9 cos 27 


qh, a>]; 


€ J; E O E 
8) 六 ce a ]7-0, 


2 判断 玫 列 广义 积分 的 收敛 性 : 


a» f. 2$ ds; G» NM cig z das 


1 ameman ie mrata a ern eee me 


ling va 
3) zd 4| ar: 
( Í Yi a law 
paru I "o 
5 em 2 o Er. oj FJA VH 
o» fi En ess td Hug E 
ed iux m re m 3 
: -uisto lb m la sin 
ao l im, ` ] UAM das 
1 s MM (29 5 "T z T5 


(107 NI Lic 2, q 为 实数 ， 


B. Rosa REATO 的 奇 点 , 试 扎 太 关于 广义 积分 | foods tdi gc 


FRAPPE RJS. 
88 
1. goRTAGUNCEGO 的 导数 IQ 

Q) 1G) - [since —W dns a TD 一 人 arotg a da; 


(371 
(3) -| eda; 
V 


(4) 1G) [FG y, syda, 其 中 开具 有 各 种 一 阶 连续 信 导 数 
2， 讨 论 函数 
Fy) = f IP dz 
的 连续 性 , 其 中 Cz) 在 区 间 [0, 本 上 是 正 的 连续 函 教 . 
8. &UNBUBU E09 - 7" VTE do m rao - f^^ JT 


3sin?o 
(Ok 1) 835538 HA EA IF OOo. 
4. üEEH EUR ARAR ICE) 满足 下 da 


E" (G0) 4- EG) p E(k)=0, 
5 应 用 含 参 变量 积分 的 求 时 与 积分 师 序 的 可 交换 性 ， 计 算 


“in (a! sin? +b? cos?) dz, 


GU, 令 S ok pL iit. ) 
6. RUS A BCERRZMIUS SEA, 计算 下 列 积分 ， 


m Kwon 
(1) dr (a>0, b>0); 


(2) fs TOR T Js Ça>0, b>0), 


第 六 章 广义 积分 
Y、 讨 论 下 列 含 伟 变 量 积 分 在 所 示 区 闻 内 的 一 致 收 伍 性 : 


Et 


(D qu e" dz, lg < + on (2 L COSSU dy, I EY < doc! 


(3) [x out dz, -P<Yy<+~ 
(4) À e gin Záz, 0- yask yox d- oz 


(5) [otn "dr, — (D 0«posp« +æ, (i) <p tos; 


(6 fina, 1 ecyecb, b». 


8. 研究 下 列 函 数 的 连续 性 
Q Faye [o da, 一 ce < 二 十 oo; 


D FD- TE 3<g< 二 on. 
9. Just D cem e endo 出 发 ,计算 积分 


j [E TQ ~ü ~ 
1=| 一 (erer Sacs (b>a>0), 
I g 


10. 利用 公式 | reZ HAR 


; 1 
一 一 
ls f, legier 7 


84 
1. 利用 Beta 函数 和 Gamma 函数 计算 下 列 积分 : 
(1) [eias (2) 人 
十 mm CT e» ; i g 
(3) f VUE o7? dt (4 Jg 
© [sd € fea oan 
p 
D | sad -d45 D fira di; 
Ü 
(9 {ea (10) | P oos" Q sin? 0d6, 
1 
dm fi " GI di — D(a2, 3t f e Gra. i 


wdn c 


s. mj, smi 


习 X 333 
O pR, ay lofi tl l 
4. umi f sin zdz- f' cost "ades 1B (T, P ) 0, HH tki 
出 : 
EFE En 1 " 
METTE — (3 p HARNS 
e gint rdx = isuers pd -D Vs 当 1 
ML dopo a (35 p AERD. 
EPY $e yp—i — T E pras 
5. Baf ud xz 人 0-p<1D)、 求 证, 


PÒTA -p)}= 
6 利用 上 是 计算 机 分 | qir dz, 


T. IERT (n3 ) Varp), 
《提示 : AHR 4 IZ. 


gin pz" 


J 题 答 X 


第 一 章 习 题 
$£1 14. b—a; 2a-b, 2. 2e a; día: e), 3. iG-co. 


A. ric ACrg— roS 


5. (DA, B.C. FG RARP EB, BEBO PLC Xj Sedi ERO: 
(2 AWV; BIV, C VIL D 在 VIII, 


ju E 1 t i : 
za = d$R—j4——m M6, ———i 
6. d) V3, da eda Naan aG, JettJ 


d. o : ; f 
IFA (ricÀAr4); ra- fi; ri- Âr: (A — Ira. 


3. 02 ne QUE 9. 
Fg“ (3) A18, "Wit vas" (1 9, = 5 I= 5 k. 
Y. (D -2A423+5k (2) 28-24-54; (3V I: (D (-2, 3, 2. 
8. (8, 0, D, 
9. (D 4ic0k (2) 1li +177 -Kk: (3) i RE (4) l7i--22j -5k 
10. (D 0; GD 0; (32.05 (4) 6; (5) (Zu Jy VIP -za 
6) (7 1 x) 
( V 83: ,S3'J5 . 
3 1 
11. (s -2 ;--lo&) 2 0 gi; (D. (GOD 不 成立 
t( eat mI v) D RE (D. QD 不 成 立 . 
18. (D,02,.02) IFR,  4d5.C(-2i-j5, Hunc AERJ 
常数 、 
. 2 13. 4, 6 
16. (D !4 (2) 64; (3) Vis (D Twudc4um Peek (0) 14 (6 
—6i—9jc-18k; (7) 18i—3j— 14k; (8) 60, 17. ... DÈT 
(3). CO JR RC 7, 
18. (D 3i-4j—5k; (2) 16i- 16k; (3) —18i- 4j-R1lk; (4) 32; (5) 
13i- 14j--19k; (6) —2i--32j-i-18k. 


ig. iv, 90. 225, 


第 一 章 习 题 335 
pe 1. A,DBS GUEOE TB LE, 
. (D 3z—g-3z--1—0; (3) 3z— y— 22—9. 
8. CD) z—23y-s—7—0, (2) 2y—-2—-6-0; (39)g—1-—0; (2 s—0, 
&. CD 'ss$)EH (CO 与 z 轴 平行 (过 2 O 与 g 轴 平行 (9 
i s AEH. 
6. (D 37+2y+6s— 12=0; (2) Tæ — 24y 二 132 十 30 一 0; (3) 9z-- Ty 一 
dz—11=0. | 
8. 3r—y-3e=0, T. 4x—liy—3s—1l=0, 


4 
8. 5x4 y 3241-0, 9. CD 1 (2 JA 
2 28 
w. (o, 0, 2) 或 (0, o, - 号 小 


37 — 3y=2 
A. l 2) =- y= £; 
) a (2) s=- y= i 
=], w+2y=5, 
a | CD 
2y+32=: s=0 
: 51 5 1 
mca p mem. r-T  yt4 z 
MEM =^. 2 =Z = 
32. (0) ——3 ee E 他) —a-— 
e zti _ y+1i_ 2 xL. anti z-i 
3 2 1^ c5 a 3 5" 
z—-8 y. 2l (- 7 37 _ ) 
18. zi VERE SET 14. O6 8). 
xz 十 38 一 3 一 0， 3r— 2:—11—0 
15. (1 li P Y 
sly lor Odes C ) | 
z.-8-0, g —U, 
a | ^1 
e y 2-6: — 6 — 0; E z=- i, 
[T AM x-2 mw-l1 2 
ub icu i 18. — — 38 "E 
19. (D Macc sQ; (2) 32z— y— 88: — 117 —0, 


20*. 5x—10y—-82—2—0 ; a D, Br—y—s=0, 
$8 1*(D ick (D i—jtk; (3) k. 
2. (1) 13cos2ti — 12 sin 2tj -- 5k; 
(2) e*(cost — sin j)i-Fe'(sin t 4-cos £) d- &'k; 
(3) 3(cos; — t int)i - 3(sin t-t cos t) 3 ttk, 


&-dy-—4— 26” =0; 


T=, 3 
(2 i y+az- SET sg, 


et^ 
my—z—-7;-—1-0, 
4. (1) 30 2H 3k; (2) 4+5, (3) 607-171) 409 22) 
(4) (9/9? —3)i —- (125 - 953 — (30? 3t ~ 1), 


d 375. 94-5. m , az 4- dby 4- Sez — a? — 2b? — 8c* 0, 


» 1 8 ^. 
eeu) a(sh*t-Fch?r--1) ^ 4/3 |eht| " 


D .3 4 


20simmicost' 255nteost’ 


1 1 
e» Ja(1*4-1)?' 3a(£41)5*?* 


9. -arit 
10. CD 是 柱 面 , 母线 与 天 平行 ; (D SEEN, DES iP RA Gk 
平行 (D 是 柱 面 ， 和 母线 与 平行 ，(4) 是 柱 面 , 母线 与 i 平行 . 


ll 
u. OD 是 旋转 本 球面, 由 | ”或 | 


z= y=0 
oni 

形成 ; (2) 不 是 ; (3) 是 旋转 双 叶 双 贰 面 , 由 | E a 
分 -二 一 3r= 2 
Ram A yMUERUERS O BERNAM a| 
T= gm 

3r=22, D oai ens 
Rf y sues D ARRRIRDE ES 

2 一 如 一 二 
或 | 0。 绕 4 轴 旋转 形成 ; 《6) 不 是 

12. yte =se, — 43. xp) p 8-43! 十 3 一 (0. 


144 eni) É i l; 3432055 24:—]116 
—ss*4— bu d y^ -- 24: — 116, 
本 Gv 


15. (x—1)*c-(y—1)?—8, 16. (1,6,0,5 


人 


"ER! 1 
$4 1. 5-0; zi- 吉凶 一 g £i at 0; yi te= 2a, 


2. d) (14-8 F5) + (14 - 9. 8 一) 上 fw 和 二 一 和 gd 
3 v/43-0; 


8 


TEJE 387 


(24/14 - 4/3. ya (33/344. E yy 4- (34/14 —24/ Ye 
(2) — 9 /43—0, 
(V 3 —5)x! --(8—3V/ 3 y 4 (3/8 +12 ye 6/42 — 0: 


人 (FH- Ju) z-( -z tv) (us 73) 


* 2'4-1-—0, 


[2 —2—3, g'--a —5, x, 
8. (D mad D yy — @ | yy 
g'=8 4+]; g—2- 2'—$4-2, 
第 二 章 习 题 
1. (D C (2) | (3) E ecd; (4) z—y-bc 7 0; 
gl 一声 v>) 
(5) 下 L (6) z^ rmt 
一 YY 十 安信 


2. (D 3 (2 0; (D 5 (5 0; (5 6 (50, 3 000.5; © 


7. (D c= (3) xg. M, k=0, 4d, +2, e (8) w= ies 2. 


0.0001, B. 连续 . 


y-—yke, k=0, +1, +32, --., 


a» Hia 


x? zy 
2, (2 D 
$2 1. OD y, 246 QD VET "Een aresin(z 


zx T 
ty) te ——————— (4 y s G 
DET Ver ign gays P 
—3e an 3r, — 37% cos3e; (6) 3rcos(æ?+ y? +23), 2y cos(a ty? + 
a), 2e costat ty tah, (7) Bert cos(2x 4-52) — 2e%rtAy sin (2e -+ 5e), 


gettu cos (22+5s), 一 5 gin (r+5s); (8) zy d EET ? 


aretg 7: (9) Ear, lids, 二 5 xt In z; (10) yn, 


$ 


— Inz, y'(a)"In xn y, 


a 2 
2. 0» 3, 4; (2) 1, 2lan2-+1; (3) 2: 9 P (4) 0, -2, 0 
od > —2t 2s 
NE a SE EN SS, | 
del Wem yvy al d G-57^ G-9 5 


一 一 -一 一 -一 一 -e B — 


358 习 8H o * 案 


ums Jasa- a dy (4) yde + 
a(i--xy) 2 y (i--zy) 
Irys’ dy--3zy*s? dz; (5) (z- y! cos(z -- 2)) dz 4-2y( sin(z d- z)dg + Cv 
g?^cos(z--z))ds; (0) usc'"-1dz-4 saine dy +yz” Ing dz, 
6. —0.204, —0.2, 7. —0.0035, —0.0036, 
8. 0.52x, — 9. 0.16 ki. 


(3) (arete zy -- 


z €^ -- 92e? ; 
10. <1) gp —L 《23) 4e€5 (8) -—— c» in u— 
siny), u(eosv+sin vì (1-—3sinveosv); (5) -— —— (6) 


—i 8 
SFR P4 


11. PA Jet yh yfe terr, 


OF ,OF ar. eF ef 
13. 77 A Ae G) 4 — E a ? 0. 


15. (D y> ia ; 《9) $o- 27); 


16. 8:48y—  12—0, ngu zia 


17. 3z--5y--4s — 18— 0, Zey 044 18. (-3, -1, 3). 


j (D+ 33 . 24 ， 

r E O a 
(2) 24 eos (az -F3by), Sb6* cos(Saz--3by), 2abcos(2ar+2by); 
DC hn, as 10, yr hm ny 


—9 y-—2 
D Gunn cube E 


(B) zm - (te £y) iem Z)(3+m2), "(remi 


(6) ~ar = 2y 


oye Pu : 


—psino 2f. D osito af BM. 
8. dud ipd c. cn e E+ cosp HC + poos2p JT. 


Pg e P ausos Of 
g Sin 2p r+ sin 2p P AE 


OBAMA 其 中 六 和 六 分 别 表 示 子 关于 第 二 个 变 元 的 一 阶 仿 导 数 
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和 第 二 个 变 元 的 二 一 阶 偏 导 数 . 
1 "EN! "n 
11. y—2y- DU rU dE gud y E, 
12. 2-- 3À3 — hk — 5. 


13. lr (ry). C y) i 


1 n+1 oddriyy 
"Wer (xr y)neStu (0<0<1). 


UY (uy EUN EL gi. cete. 

Ulo eI pt eS 
qy f Sng-re? sing 
g! coss — e* cosy ` 


2. (0 — gtg? o, (9) — TYE -yg 2 zys 一 zz ， 
dva" x--2ys' M syz ry Vary —— 
yk 22 Snar — Ssii2y 
(3) ey” é—msy! {9 sin ae" gin 2z * 
b^-1 6 Amy (8vy — 7 — ya —1) 1 1323— 18ryz?-— 27x74?» 
dic S (y? x)? EE (Ür—üsyy ` 


S FP WU 
9 ACD, bey elwy 
d D NU EP a 
10. a-e 11. — +  vr-uy uy- us  _ urctvy 
yor’ sy Co mpg? wt wy Hy 
12. (D 15e415y-20 14-0, 2—2 2/03 2—2, 
5 lo 2 
. si 
M me z—1 codd 2, 
(2) 2z —3y--3s —6—0, 可 一 可 4 


m—2— 


(3) s+23y-4=0, | d 
: 2 一 人 


5 TM 
Gu CD a, 15. sz-—z, M 0, 


z-—1-0, 


16. 3y--22—0, oa i 


17. 2z 一 3g 十 35 一 士 9， 


/a 
19. z= V P sig, 


$5 1. (D (4 DB; O C 2, 0) 航 大 信息 , C5, 0) i A4 fi 


一 一 -一 一 一 


Aso CL fades co (S, area (5, Soy 


i9 ET 3 5 4 11 
2. (1 一 -一 一 省 十 一 一 一 2 = 也 一 一 
(ly y is "tug; OO y itu (3) y= 5*t*1ij* 
$8. Ex Xx €x Esi Ery Er 
Zrw X a|, 5 |I Ean In|, 
Èy: Ern a Ez; Xn n 
Es E Dy, Zo; Xx X» 
Ex Ea Eny 其 中 D- zc Ex PEA -4 
Er Ex, Ey Sr * Ex 7 
4. RAX 3, 2(—3, 9) —z(0, 22 23, 最 小 值 汶 0, z(—1, 1)=0, 
db Y aU 
5 O (ae zm) repe 


—-—- Boe we Las / 4/16 aaa © S/R， 
(2 «( urs ^ EIN 1-416; 


(3) wl3, 3, 3)—9; (4) "(CZ -7 je- E 
1 


二 全 全 (e i "T: us 3v 6 


u. (2 ANDE 3 abe 
veu 5 abe 
ig. (2, 入 de Jac, 其 中 c= /sa ,1 


第 三 章 习 题 


81 1. (D 0; (2 2(e -a; (3) & (4) e (5) la-esp, 
2. (D 24.2. (2) 8ln8- 16-6; (3 Z T (4) a 


a 
3. qp fe. fez, yydy=f dy | Ka, War; 


D fare MR fr^ gor, gode fdv [T fe was 


第 三 章 羽 题 341 


(3) faf” * ya, My fias] dy|. flr, pan 
lys 


t; (5 anf" ft, ida f" dy hi fG, Ay 


+P dy I  f(, yos; 


Sera : heec 
(5) f ef Ei y)dy= i JG, yda 


PITT 
CEVI-z 


- gv 
(3 B+ ui-üu-3)33 MET CEER] 
(6 fief 7 rens Way=| Je f. Fs, gir, 


—V4- (7$) 2- V 4-(y3 558 


4. D f afra nds fran. rims dy; 
(3) je Dean Go f. rre Da 
e f av[ 7 ifi piei [an 77 t6 Wa 
eo faf fn om 


5. (D 62. (3 -8; (3)12-21»2; (4 14a& (5) ; ln3 — n3 


E: . oa (£332. . mm -8 
* 6. (1) 06; (D æde), (3-025 (4 Uu ca 
2 1 1 1 41i ii 
X. EJ zab, 8. ri PrE 9. ze 15. 10. Eu 7. 11. RU 
e lg iB aas 1 1 na? 
12. 3 13. 5 Sin 1, 1. 3; 79. 15. 5- 18 e 7^ 17 
Lon 18. mr 一 2 
9 T 2 1 
2y f eid LS 
$2 1. (D 3s (2 q3-5 3 n5 (3) me (4) ig 5 
"s: P is 8 2. BE 5, i 4. 
2. (1) ey CD qui (3) y *5 (4) Es wa; (5) = mhf; (6) 


8m, 8. abo». 4. i b. 37:27. 8. (2) -4 m (35m 


3 k 105 
二 .a3 T 3 
-F725-F 3a4). 4. 7o. 8. (3 i 


$8 1. (D £o S dyma^ (2) VI m, (8) 1632, 2. ad-e), 


8. 8ozaresin È, 4. $c. mar( VE L— 5 5-2) 


342 2j HH 


"M 


ET 
i 4 m Í ppd prd 
6. 0. T. Z xHR 8. HR (3. RSH’), 
9. (D 4V61; (2) xo* (8) 3 (2241). 10. ig, 11. 
mR? 
12. (1) aX2m?+4ri); (2) af; (8) i GeV 5); (4) i pSV 5 
-I» G ae em 2/3 (6) Pas 


13. 357. ggp BICSinc. 其 中 puc 14. 3 (1-73 
G fa 


:a 1. (o0, 3.) 2. (o, o, 3) 3. (-i n 0), 4. (o, 2). 


3 
n. E l (4-2 sina Due) 
5, 0, E E l—e? ^" 12e 1—53 
45,3 ) ia da s) T mR 
7 (ga 8) 8 (so xe x) 9. 了 mB 


10. imb, 
3 bi , 3 
1. 7, 一 二 n, lo ma?, [,- Bx anb? 


12. I=I,= pV dr e T= pa? VAa th 


第 四 章 习 题 


$1 1. (D Ju (Tz -iwi 352); (2) 5 (yas3_ 6oyzys， 


(3) SMS E Laele ty)- sin(y—2)): (S 5 ew (3 cosg 一 


V 和 < 十 工 
- 9 
Bain 2r); (5) i 
© gigs © -D O -e O Litja), 
4. e**vooss— —e ` 5. Æ5(~2, 1, 1 处 梯度 为 0, 
6. HER s=y=0 R r=y=z 的 点 (z y, 纪 处 梯度 与 天 平行 
8. (E L- 100€ 4 10k 58] E ER BREUI, 最 大 值 为 vV 225， 


10. cosp= -S : 


4. 8. (D E (+34 — 2x); 


P 
$2 io, 2 lam 8 0 -这 me (2) 1, 


3B ud 5) 343 
63e lus Q2 LU 
g^ Qm. Mo um 
53 1. (D 3424 (2) (1-2)sing, (3) æ, 


2 rM 
Wupytygt (re08 x -- sj cos y 3-z sin 2) — In (z? 4- ? 4-22) (sina -+ sin y — 


Cos 2) 
2 | 
t. yerr 6. 0344 (2) 16. (3) P2 aa; (4) ; ht, 
x 
eon 


1. CD d (2) 13 (8) - (4 84. - (5 ET 


. (0 6 ‘2) —(cosy--z)i--yj— zcosyk; (3) ~ 28k, 
-xi + (6z -- 15k, 


- Q) 3e-i*y — dyz; (3) 6, 
(3) gg 是 保守 场 , euys(m-Ey-- 2g); (4) a 是 保守 场 , vet y cos e, 
w. (1) 3; (D -5 


4 
2 
8 
7. (D -VE xa (2) —3ma(a-by; (D). $e. 
8 
9 


86 2. (1) 12; (2) 16m (3) —2mab, (4) g moa’; (5) 2x, 
8. (D je- y)(-ry)?--ry) (2) yrcosr+a cosy; (8) e [e* (z -- 
915-4 y]. 


4. 3z-r'y—zy*, 5 5. (1) 12; (2) 4; (8) ecosb—1, 


i 79 
6. g% Y. 2 一 3， 77g. 8. f(z)-az(sins -zcosz-- 1), (1—a) 
3 qa 
PE 


1 
$6 6. (D V= AGE (re, t £e,), Vp-e,; 


. 2 
2 一 
《3) Vo P EE 


V. Ve«a-—3-sinz, VX ac) 


Cre, ze) Vpg= E: €. 
[s] 


2 M 1 
8. Vra=3— P cigo, VXxes( A. siy 1 ) 2, s 
p © p p $ ipn e, p Ep p Egs 
2 E 
da= ~ e,+ € 


9. (2) H,= H, =v uto, H,—1; 


A ee 


GMT "EIS 0s E e t TEMO E e, 2E. e, 
第 五 章 习 是 
Proadoie$ejegp upto 01 aet i3: à 
Dipig un 05 9 UR hae Das 
4e N 
2 D ry © wr O Co 
o POE 


B8. COD, OD D,(00) 发 散 ， COL 0D Ox, — 4. CO LCD GO Ic CO. 
(4) 发 数 ， 5. O Oka CD. (0. (0. OD) 发 散 ， 8. (D 
(8). (1000, (11 (12) $i; (0) 38 po 1 ise, 当 ecl 时 发 散 . 

9. (D. 0D, (5)、 (6) i ud (ONOE 34€ MEG MU E 
Z T 时 绝对 收敛， 当 |s kej = T 时 条 件 收敛 ， Ep «|[s- kals 本 TG 


dicks kx0, X1, +2, 

$2 1. (D (-1, 3; (D (Ce, +e) [一 二 15 CD C73, 735 
(8) (=, +o); (6 C1, 1x CD C- R, R), R—maxia, bj; 
(8)( 9, +), 


- qni pi ， - (In2»5^ WV eed ede 
2. (D Dre 【一 ce， o; (2) Zw z, (— oo, 二 co 六 


(3) S KC O^ qs wan, o o, 49» 


m 
+1 
nl 
(an Dir. IJt a 1 1* 
(5 P K ian p 5 


| :3«- (2n leti 
(6) s+ È riug Www ix 


E 235 
8. lg r= iy Dt i5" 


y 9-079. (0, 2). 


"Sint ha 3 《一 p gin, C 


5. fete- h.n gl, 《一 se) +), 


*Éndwo) 345 
M 
(=a)? 
(x+i)la (z+1)-z, —1«zr«l, 


1, y-—l1l: 


(D C-1, D, 1 nV T-z7, 


6. (D (-1, D, 


(2) E-1, 1), 1, 


《3) (-1, D, 


d 
LE 
` 
(5) (~1,1), dim. © (71, 5, 41-1 ma-a), i 
7. (1) 0,3678; (2) 0.01745, 8. (1) 0.9446; (2) 0.3622, 
9. FG) È (X a)r, 
n^ Xk«0 


$8 1. (D dE «2«10 C2) |z|-1; (3) [e] «1; (4) 0< min £z, y} 


<l; (5) 7 到 一 1 或 > -L 


3. 0 Rks (020. (00. 6) 非 一 致 收 仇 . 
6. (D 《一 1, D) 上 f(z) 存在 县 连续 ; (2) (— 99, 十 oo) E fGO 存在 且 
连续 . T7. f(x si v3-0 时 可 微 . 


ER] SQ Can-E3ooet, 
$4 1. (D Fit 一 Dope Tu Since 
D ro-£-$ Sj- (C1) —1)cos n! — 过 (一 Drsinot 
4 16(—1) 
Q) O= ehe $ IED sos mt 
EN i- < 4 
3 ege re cos Ang, (— oo, +o), ` 


4. zimr— r) = 二 sin (25 — 1)z, 


n=l CES (r-H 
9. CD fe È S dy gm, w= 
— iC —. Pw Eu 
€» fO- Dm 101, =S 


O fo È iin E gem, o ST, 


inia? p? 


e f= È pE icy), 


uco AH Hc 
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81 1. D lex (2) i (8) 3 qwlso $m (0) 
€) 35 O Fm O $l d» 
84^ 


13? FEP 
2. (0 (lica M PEINT 
$21 (0) fas OD ~ O Las (D parsing ©) «-2 


(5 0; (7) E M Inn [VEI al; (8 Nm B-N a). 


as a* — 1 
2. (1).(8). Q0. (D det; (D. (OD il © PE pl, g<1 Ires; 
(7) Mm —1Hn-m-1iBhÉEéS; () 4 1-212; (10) 24 
miníp, g)«i«max ip. q} 时 收敛 
$8 1. (D -siny (2 (2 «- In 2)ss (8) Gy- 72e? — (8 ye 
(b fy, Oy f? (2299 — £06 D Jas, its ume, v v. 
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